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表示 论 是 最 朴素 的 线性 研究 方法 。 有 限 群 表示 论 
是 关于 有 限 群 的 线性 投射 的 理论 , 它 对 单 群 分 类 的 完成 
页 MAK, Axi 20 世纪 约 30 年 代 , 由 Brauer 创立 的 
有 限 群 模 表示 论 , 标 志 着 有 限 群 表示 论 研究 的 一 个 新 时 
FRAY BUS, MATTE IRA THE . 环 论 .代数 表示 
iË .同调 方法 等 各 种 工具 ,而 有 限 群 模 表示 论 则 为 这 研 
究 对 象 提供 了 珍贵 的 研究 思路 和 方法 ,G6- 代 数理 论 就 是 
在 这 种 背景 下 诞生 的 。 

从 Green 的 研究 开始 (文献 [| 26] +) ,许多 建立 在 G- 
代数 上 的 研究 结论 不 断 被 发 现 ,例如 ,有 限 群 的 块 论 和 
群 代数 上 的 模 论 都 可 以 统一 到 6- 代 数 中 。Puig 引入 内 
G- 代 数 的 概念 ,并 创立 了 点 群 形式 下 的 局 部 分 析 方法 ， 
推广 了 关于 p- 短 零 群 的 判定 条 件 和 控制 条 件 , 并 最 终 得 
到 了 知 零 块 和 它 的 源 代数 的 结构 ,有 限 群 表示 论 中 的 局 

部 表示 论 取 得 了 辉煌 的 成 就 。 
” ”本 书 主要 著述 作者 所 提出 的 6- 代 数 的 点 上 的 相伴 
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关系 .局 部 内 G-VBCE AY wa KAR SABE C- 代 数 、 
C- 代 数 上 的 广义 Brauer 构造 果子 等 概念 ,以 及 它们 在 有 
限 群 表示 论 中 的 应 用 。 

有 限 群 表示 论 是 现代 数学 前 沿 人 研究 领域 之 一 ,本 短 
作 希 望 为 有 限 群 表示 论 中 的 C- 代 数 的 研究 起 到 一 点 抛 
砖 引 玉 的 作用 。 


作者 
2016 Æ 1 A 16 H 


IDE ¿Q¿scsssspuesakasnunhayusssiwenaquwsaiqpuqansqqupasusanawpasqa | 
ST 1 BE G-FR MDUPDDS4SSE................................. 1] 
LI CREER 2... .... 11 
1.2 GREAR Qacasusssqusacasayasqawawan 19 
1.3 G- 代 数 的 例子 sts s wasanqa a FEINIR ANNETAS 27 
第 2 章 CG- 相 伴 关 系 和 内 G- 代 数 的 中 心 

LV F8ER-......................................... 32 
2.1 研究 思路 和 主要 结论 ........................ 32 
2D CAREIA eirin RER SA 37 

2.3 内 C- 代 数 的 不 动 点 子 代 数 的 中 心 
AVERT evoeseeowenyewn， AE AE E VEET AA 45 
第 3 章 局 部 内 G- 代 数 上 的 覆盖 关系 …………………: 61 
31 MER anna 61 


3.2 局 部 内 C-A RATE V +................. 64 
33 本 音 的 主要 结论 及 其 证 明 -2............... 67 
第 4 音 C- 代 数 的 广义 膨胀 pp 76 
4.1 研究 背景 eee 76 
4.2 定义 和 主要 结论 pp g0 
4.3 本 音 结 论 的 证 明 ........................... 84 


第 5 章 G- 模 和 G- 代 数 上 的 广义 Brauer 


构造 沙子 于 ee 93 

5, | Wat F 是 和 结论 sa amaya oq X DOE T EE A TT 93 
5.2 G- 模 上 的 三 义 Brauer ERF oat 2 99 

5.3 CC- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 图 于 ………… 108 
附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 .………………-…… 113 
附录 二 局 部 -整体 猜想 简介 ........................... 123 
参考 文献 130 


9| ri 


自 20 世纪 约 30 年 代 有 限 群 的 模 表示 论 创立 以 来 ， 
关于 它 的 研究 就 一 直 莲 勃发 展 , 一 方面 在 于 它 为 研究 群 
结构 和 群 代数 的 结构 提供 了 一 种 可 行 的 线性 方法 ,并 且 
不 断 地 取得 研究 成 果 , 比如 , 群 上 的 特征 标 理论 对 单 群 
分 类 的 巨大 贡献 ; 另 一 方面 在 于 在 模 表示 的 发 展 过 程 
H, ANITE KHERA THEE KE .代数 表示 论 . 同 
调 方法 等 各 种 工具 ,从 而 所 得 到 的 结论 或 多 或 少 地 可 以 
联系 到 其 他 研究 领域 ,也 就 为 其 他 研究 对 象 提供 了 源源 
不 断 的 研究 思路 的 方法 . 

在 模 表 示 论 发 展 到 第 三 阶段 时 ,特征 标 理论 . 块 理 
iË .不 可 分 解 模 理论 .局 部 表示 理论 已 经 是 该 领域 的 研 
究 基础 比较 成 熟 的 分 支 , 同 时 ,这 些 理论 在 发 展 的 过 程 
中 不 断交 叉 和 业 合 ,催生 了 不 少 新 的 研究 观点 ,G- 代数 
理论 就 是 在 这 种 背景 下 诞生 的 ,从 Green 的 文献 [26] 中 
的 研究 开始 ,许多 建立 在 G- 代数 上 的 结论 不 断 被 发 现 . 

推广 和 统一 群 的 相关 结论 以 及 群 代数 上 的 关于 块 
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论 和 模 论 的 结论 ,一 直 是 G- 代数 的 重要 的 研究 思路 和 
方法 ,通过 这 种 方法 , 越 来 越 多 的 关于 和 群 和 群 代数 的 重 
要 结论 被 发 现 具有 一 般 形式 ,由 此 人 们 发 现 这 些 结论 也 
是 代数 的 普遍 的 结论 在 群 和 和 群 代数 上 的 特殊 表现 .本 书 
正 是 在 已 有 的 研究 结论 的 基础 上 , 较 好 地 在 C- 代数 上 
实现 了 许多 研究 结论 的 一 般 化 . 

本 书 中 ,笔者 的 研究 工作 主要 集中 在 第 2.3 45H. 

在 第 2 章 ,我 们 首先 设 4 是 一 个 fH- 代数 ,B 是 一 个 
G- 代数 ,并 且 f:A — Rest B 是 一 个 西 H- 代数 同 态 ,这 里 

N.(P) < H < G. 
P Æ G 的 一 个 p- 了 于 群 .我 们 研究 . 
1 _ Res“ B Green correspondence for palik p 

那么 ,对 于 B" 的 在 G 中 亏 群 为 P 的 点 a, 如 果 m,=1, 我 
们 首先 得 到 它 在 (RessB)” 中 的 Green 对 应 点 , 它 也 是 
重 数 为 1 的 ,再 通过 f, 我 们 唯一 地 决定 4" 的 一 个 重 数 


其 次 ,我们 设 4 是 一 个 G- 代 数 ,8 是 一 个 内 二 代数 ， 
并 且 f:4 一 Inds8B 是 一 个 G- 代 数 同 态 ,这 里 Ne(P) < H 
< 二 C, 忆 是 6 的 一 个 产子 和 群 .我 们 研究 : 

À In dB Green correspondence for points B. 
那么 ,对 于 B" WIJE H r = BE2J PAB, QAR m, = 1, W 
由 与 上 面 类 似 的 工作 过 程 , 我 们 唯一 地 决定 了 B 的 在 A” 
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中 的 G- 相伴 点 . 

通过 保持 点 的 重 数 和 比较 相对 应 的 点 的 亏 群 ,我 们 
刻画 了 上 面 的 相伴 关系 ,我 们 还 证 明了 上 述 相伴 关系 满 
足 块 的 Brauer 对 应 ,并 用 该 相伴 关系 刻画 了 扩张 Green 
对 应 . 

我 们 发 现 ,上 述 相 伴 关 系 可 以 合理 地 应 用 到 内 G- 
代数 4 的 G- 不 动 点 子 代数 的 中 心 化 子 代 数 C (A) 上 
面 , 相 应 地 得 到 了 C (A) 的 块 上 的 相伴 关系 ,从 而 我 们 
的 纺 论 适当 地 推广 了 文献 [9] 中 的 双 目 同 态 代数 的 点 
上 的 相伴 关系 ,本草 得 到 了 下 面 的 主要 结论 : 

定理 2.1.1 (1) 设 4 是 一 个 有 HH- 代数 ,B 是 一 个 G- 
代数 .假定 

| f:A — Res? B 
是 一 个 西 H- 代数 同 态 , 那 么 对 于 B° 的 每 个 在 G PHS 
RFA P HS a, wR m, =1, 则 wa 唯一 地 决定 了 4 ”的 一 

个 点 ass,(a) ,并 且 
P <,D(ass,(a)), 
Merta ( Brp(f( ass,(a)))) > 1, 

m... (a) = 1. 
(2) 设 4 有 十 一 个 C- 代 数 ,及 是 一 个 内 H- 代数 .假定 

f:A— Ind£ B 
是 一 个 西 C- 代数 同 态 ,那么 对 于 B ENEH TP 65 
群 是 尸 的 点 B ;如果 mg = 1,2] B 唯一 地 决定 了 A 的 一 
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个 点 ass,(B) ,并且 


= ,D( ass,(B)), 
maria o, ramat Br (flass,(B)))) > 

ass (B) 一 l. 
注 2.1.2 


对 应 iy pio 中 的 结论 , 我 们 称 
— ye a HY H- FATES JF PR ass, poh 是 B WY G- FATT 
点 ,显然 ,我 们 提出 的 相伴 关系 包 


了 重 数 为 1 的 点 上 
的 Green 对 应 关系 ,从 而 是 Green anne 
定理 2.1.3 


ZÉ iH. 
(1) 在 定理 2.1.1(1) 中 ,假设 (A,p,) 
7a — 4s A H- 代数 ,并 且 (B,ps) 是 一 个 内 G- 代数 .如 果 
a,ass,(a) 分 别 属于 G 的 块 e' 和 万 的 块 广 ,那么 ' áe f 
' z£ Brauer 对 应 下 的 块 

(2) 在 定理 2.1.1(2) 中 ,假设 (A,p,) 是 一 个 内 G- 


么 e Fo f ' 是 Brauer 对 应 下 的 块 
定理 2.1.4 


代数 .如 果 asse(B) ,B 分 别 属 于 C 的 块 ee 和 万 的 块 广 , 那 
HLA H— AHS A C- 代数, 有 是 一 个 
局 部 内 日 - 代数, 并且 B 是 4 的 在 文献 [|32] 意义 下 的 针 
对 亏 群 忆 的 扩张 Green 对 应 . 那 
(1)B Æ ass,(1,) ass,(1,) KAA SBA H 
代数 ， 
(2)A 是 ass.(1,)(IndmB)ass.(1,) RAAB A 
G- 代数 . 
定理 2. 1.5 


(1) (A,p,) 是 一 个 内 G- 代 数 ,a 
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C(A) 的 亏 群 为 P 的 块 .那么 存在 Creci( (Resp A)" ) 的 

唯一 的 块 ass,( a) 使 得 

Bro" (ass,(a)a) #0,P <,D(ass,(a)); 

(2) i#(B.,p,) 是 一 个 内 有 -代数 ,B 是 C,(B") 的 一 
个 亏 群 为 的 块 .那么 存在 Clicp( (IndhB)“) 的 唯一 的 
块 ass,(B) 使 得 

Brin (ass (B)B) # 0,P <,D(ass,(B) ). 

Æ 2.1.6 (4,p,) 是 一 个 内 G- KRHA, FAB, 
Pp) £&— WA H-X3k.ik BH C (A) Fo C,( B!) 
的 块 ,并 且 它 们 有 相同 的 亏 群 已 

(1) #eRa,ass,(a) TALAT C,H áe, f, ARZA e 
fof >< Brauer 对 应 下 的 块 . 

(2) 如 果 assr(B) B TALET C,H ike f, ARA e 
#e f >£ Brauer 对 应 下 的 块 . 

定理 2.1.7 设 有 是 G6, 的 子 群 ,P, 是 6 的 p- 子 群 ， 
并 且 

N,:=N¿(P,) = H, i= 1,2. 

又 设 (4,,p4,) 是 一 个 有 限 秩 (私自 由 的 内 6C- 代 数 ,a 
C (Ar) e, FLB pp) 十 一 林内 Ay 4V3k B, = 
C,( BY") 的 块 ,i = 1,2.3RZ a, @ a, ie B, OB, 分别 是 
Q a (A QA.) FC, on (KB, OB") OR, 
而 且 我 们 有 
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(1)assy xn,(Q1 Oa) = assy (a,) Co ass, (a, ); 

(2)asse xc, (B, @ B,) = ass, (Bi) @ ass; (82). 

在 第 3 草 ,我 们 研究 局 部 内 C-IE ERKA, 
在 文献 [5] [7] [20] 中 对 块 覆 盖 和 文献 [6] PIRR 
盖 的 研究 基础 上 ,我 们 提出 了 局 部 内 G- 代数 上 的 履 兰 
关系 ,首先 给 出 了 下 面 的 定义 ， 

定义 3.2.1 设 有 HG,A 是 一 个 局 部 内 G- 代 数 ,C 
是 一 个 局 部 内 甩 - 人 代数; 我 们 称 局 部 内 CG- 代数 4 和 覆盖 局 
部 内 末代 数 C, 如 果 C 是 4 的 网 入 内 厂 - 代 数 并 且 
DiC) =H ry D(A). 
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限定 在 块 代数 的 情形 下 ,上 面 的 局 部 内 G- 代数 上 的 覆 
盖 关 系 不 弱 于 文献 [5] 7] [20] 中 块 覆 盖 的 概念 , 同 
时 该 定义 也 符合 它 的 群 论 痛 景 . 

但 同时 ,我 们 得 到 了 与 块 覆 盖 一 致 的 一 个 结论 : 

推论 3.2.7 Z B Z CHR b Z HR, 这 里 
局 <C; 那 么 在 定义 3.2. 1 60 ELE wR BŽ b, RZ 
BAGRA bitja G- 35 #. 

我 们 得 到 下 面 的 两 个 结论 ,它们 说 明 我 们 的 定义 是 
合理 的 : 

定理 3.3.3 设 4 是 局 部 内 CC- 代数 ,并 且 C 是 4 的 
嵌入 局 部 内 H- 代数 ,这 里 D(4) < K < H < G, ZZ 
KIG; ARA D(A) =,D(C).4¥ F132, eR D(A) SHAG, 
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MAA RBC WES RAL SBA H- 代数 . 

E 3.3.4 设 C 有 是 一 个 亏 群 为 万 的 局 部 内 末代 
数 , 这 里 万 是 6 的 正规 子 群 ,如 果 HIG, PA D 也 是 
Indy C 的 每 个 嵌入 局 部 内 G- 代数 4 的 亏 群 ,由 此 4 禾 盖 
C. 

IR IB FAD GK Green 对 应 ,将 文献 | 30] Ay Be u 
和 文献 [6] 中 的 模 覆 凑 的 结论 推广 到 局 部 内 G- 代数 上 
去 ,得 到 了 局 部 内 C- 代数 上 的 覆盖 关系 与 扩张 Green 对 
应 之 间 的 一 种 相 容 性 ,结论 如 下 : 

定理 3.3.6 扩张 Green 对 应 提供 了 一 个 履 盖 4 的 
局 部 内 C-RA AHKERA CARA L-A E H 
之 间 的 一 一 对 应 . 

TEAS 4 FE ,我们 研究 6- 代数 上 的 膨胀 方法 ,在 文献 
[46] .[ 39] [50] .[ 53] .[ 54] 关于 模 和 G- 代数 的 膨胀 
的 研究 的 基础 上 ,我 们 提出 了 G- 代数 上 的 广义 膨胀 的 
概念 ,推广 了 关于 模 和 C- 代数 的 膨胀 的 相应 的 结论 . 

在 这 一 曹 ,我 们 首先 得 到 了 下 面 的 广义 膨胀 G- IÇ 
数 是 局 部 G- 代数 的 充 要 条 件 : 

定理 4.2.1 设 4 是 一 个 C- 代 数 ,并 且 Resv(4) 是 
一 个 局 部 人 -代数 ,那么 CLN- 代数 C 的 广义 膨胀 G- 代数 
A @,inf( C) 是 一 个 局 部 G- 代数 当 且 仅 当 C 是 一 个 局 部 
G/N- 代数 . 

这 个 结论 推广 了 下 面 的 事实 . 
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(1)G/N- 代 数 C 是 局 部 G/N- 代 数 当 且 仅 当 C 的 脱 
ik G- 代数 inf(C) 是 局 部 C- 代数 . 

(2)4 @,C 是 一 个 局 部 代数 当 且 仅 当 A 和 C 都 是 局 
部 代数 . 

再 应 用 块 和 局 部 内 C- 代数 之 间 的 属于 关系 ,我 们 
得 到 下 面 的 关于 广义 膨胀 G- (RGR A AY KS 

性 质 4.2.2 设 4 是 一 个 内 C- 代数 并 且 Resw(4) 
是 一 个 属于 和 NN 的 块 b 的 局 部 内 NN- 代 数 ,又 设 C 是 一 个 局 
SRA G/N- KEK. te RT SUBIR A G- RAK A @,inf(C) & 
FCHWRB BA BRE b. 

以 及 下 面 的 关于 广义 膨胀 G- 代数 与 块 控 制 的 结 
ie: i 

推论 4.2.3 设 是 一 个 属于 C/N HH b = 
(k(G/N)e,) 的 局 部 内 G/N- 代数 ,并 且 膨 胀 内 G- 代数 
inf( C) Æ F G 43k B( =kGe,). ARA B Ë Š N 65 + 3k 3⁄ 
B 34] b FELCH ERR Z 人 的 主 块 并 且 控 制 O/N 
的 主 块 . 

定理 4.2.4 设 A4 是 属于 G 的 块 B 的 内 G- 代 数 ,并 
H Res$(A) 是 一 个 局 部 内 N- 代数 .那么 存在 平凡 内 N- 
代数 天 的 诱导 内 G- Indl k A G/N- RAW HAH 
入 局 部 内 G/N- 代数 C 的 广义 膨胀 内 GG 代数 肥 
,inf(C) &F B. 

定理 4.2.4 推 广 了 事实 :C 的 主 块 总 是 控制 G/N 的 
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某 个 块 , 以 及 总 存在 平 几 EN- Eš k ATS kG- 模 的 某 个 
不 可 分 解 直 因子 属于 G6 的 主 块 . 换 句 话说 ,G6 的 主 块 总 是 
faim N 的 主 块 . 

我 们 还 得 到 了 下 面 的 刻画 广义 膨胀 G- 代数 的 亏 群 
的 定理 4. 2.5 ,推广 了 事实 :如果 D 是 膨胀 局 部 G- 代数 
inf( C) 的 一 个 亏 群 ,那么 DNAN 是 局 部 G/N- 代数 C 的 
一 个 亏 和 群 .由 此 定理 4.2.5 给 出 了 文献 [48| (Theorem 
2.6.2) 的 一 个 广义 的 反方 向 的 结论 : 

定理 4.2.5 设 4 是 一 个 C- 代 数 , 并 且 Resv(4) 是 
一 个 局 部 N- 代 数 , 又 设 C 是 一 个 局 部 G/N- REA, HO RD 
是 广义 膨胀 G- 代数 A 的 ,inf(C) 的 一 个 亏 群 ,那么 
DN/N 是 C 的 一 个 亏 群 . 

推论 4.2.6 设 A4 是 一 个 G6- 代数 ,DD 是 4 的 一 个 亏 
群 , 并 且 Resv(4) 是 一 个 局 部 N- 代数 ,那么 DN/N 是 
G/N 的 一 个 Sylow p- 子 群 . 

最 后 ,在 第 5 章 ,我们 研究 C- 模 和 G- 代数 上 的 广义 
Brauer #4 i pki fF. 广义 Brauer 构造 图 子 的 研究 
p-monomial 模 和 monomial Dade 代数 时 十 分 有 用 ,在 文 
献 [4]、[11] 、[12]、[28] 、[64] 研究 Brauer 构造 ( PK 
F) 的 (内 外) 张 量 积 的 基础 上 ,我 们 进一步 讨论 6- 模 
和 G- 代数 上 的 广义 Brauer it A T HIER, 本 章 的 
主要 结论 证 实 了 6G- 模 和 GG- 代数 上 的 广义 Brauer EJ pR 
子 分 别 与 6- 模 和 G- 代 数 的 (外 ) 张 量 积 相 容 .结论 如 下 : 
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引 


V. 是 一 个 G- 模 ,H, < G. , (H. wp.) & 
FM H.) ,i=1,2. 462 我 们 有 下 面 的 kN。 edly % BG, 


ul 


定理 5.1.1 
Pi xz 办)- 模 同 构 : 
V (H,,#,) © Vi CH p) ° (V, OV) (H, x A, x pa) 
以 及 Brauer 态 射 的 等 同 : f 
(Ba) = BRC xm. xs)" 
G,,H, 是 


Bac sy @, Brij, Ws 
定理 5.1.2 A, 是 一 个 G- RAH 
Hom(G,,@”.) 的 一 个 N.(8H;)- 子 群 ,i=1,2. 那 么 下 面 是 


l 


ae s] ==. ; 
一 站 xí (H x H )/(A, x H,) ) 代数 同 构 
(h): ° (A, Q-A) (f, x ÊL) 


I -As 


f, xfi) 


A,(H,) @,A, 
以 及 Brauer 态 射 的 等 
Br sP = Br 
定理 $.1.1 提供 了 G- 异 上 的 广义 Brauer FJ PK T 
的 张 量 积 的 一 种 新 的 情形 , 定理 5.1.2 推广 了 文献 


| 4 | ( Theorem 2.6) 


PILI G-A TT S< 


1.1 G- 代数 基本 知识 


Green 发 现 可 以 用 G- 代数 的 方式 统一 处 理 有 限 群 
的 块 论 和 群 代数 上 的 模 论 ,从 而 , 块 论 和 Green 的 不 可 
分 解 模 理论 的 许多 问题 得 到 了 统一 形式 .后 来 Puig 发 现 
了 一 类 特殊 的 6G- 代数 一 一 内 G- 代 数 ,每 个 内 GC- 代数 以 
一 个 典范 的 方式 作成 一 个 G- 代数 ,他 在 内 G- 代数 上 引 
入 了 许多 新 的 不 变量 ,并 成 功 地 在 6G- 代数 上 创立 了 点 
群 形式 下 的 局 部 分 析 方 法 ,从 而 对 许多 经 典 结论 给 出 了 
新 的 观点 ,并 且 适 当地 推广 了 关于 p- 知 零 群 的 判定 条 件 
和 控制 条 件 , 并 最 终 得 到 了 短 零 块 和 它 的 源 代数 的 结 
构 .内 G- 代数 的 重要 性 一 方面 在 于 ,一些 重要 的 G- 代数 
都 是 内 G- 代数 , 另 一 方面 在 于 , 模 上 的 诱导 方法 可 以 应 
用 到 内 G- 代数 上 却 不 能 适当 地 应 用 到 G- 代数 上 ,从 而 
限制 和 诱导 的 对 偶 关 系 可 以 恰当 地 在 内 G- 代数 上 体现 


ll 
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出 来 ,由 此 适合 在 它 上 面 做 局 部 分 析 . 

在 本 书 中 ,我 们 总 假定 群 G 是 有 限 群 ,4 代表 一 个 
广 进 完备 离散 赋值 环 , 它 有 唯一 的 极 大 理想 ( 7) 和 特征 
为 素数 p 的 剩余 类 域 = O/C ar) ,我 们 总 是 不 排除 所 = 
以 及 (7 )=0 的 情形 .在 某 些 情况 下 ,我 们 要 求 域 大 是 代 
数 封 闭 的 或 = 上 ,在 我 们 的 叙述 和 结论 对 < 或 有 进 一 
步 的 要 求 时 ,我 们 都 会 申明 的 . 

我 们 总 是 按 习 惯 简 称 一 个 和 代数 4 为 代数 4, 并 假 
定 它 是 含 么 的 结合 代数 ,同时 是 一 个 有 限 生 成 A- 模 .a 
和 /是 一 代数 4 的 两 个 元 素 ,如 果 o 迪 =1, 那 么 容易 推 得 
ba = 1, 此 时 ,我 们 称 a 和 6 是 4 的 单位 .特别 地 ,4 的 单位 
元 1, 是 4 的 一 个 单位 .由 此 ,4 的 全 体 单位 按 4 的 乘法 作 
成 一 个 乘法 群 , 记 为 V(4) BK A". 

如 果 e=e ,代数 4 的 元 素 e 称 为 它 的 一 个 早 等 元 .如 
R ef = 0,A WHEE e 入 称 为 相互 正 交 的 蜂 等 元 .一 个 
TEASE SE UPR AS Ve EJ, WEE AS BE o> E A A 
HIES BJ EF GZ All. 

$E JÚ e ERRA PAY —T IE 26 rfi ETE — T tu 6; 
4 的 两 两 正 交 的 得 等 元 的 有 限 集合 /, 它 使 得 。 = 之 了 这 
个 分 解 也 称 为 本 厚 正 交 的 ,如 果 集 合 Z 中 的 每 个 寡 等 元 
都 是 本 原 的 . 

代数 4 的 一 个 点 a 指 的 是 如 下 形式 的 一 个 集合 ， 


g = Jay =m aja Ii 


ll EEC- 代数 基本 知识 


是 4 的 一 个 本 原 血 等 元 ,a i U(4) | ， 

也 即 是 与 i 相互 共 罗 的 全 体 本 原 窜 等 元 的 集合 .一 般 地 ， 
我 们 记 4 的 全 体 点 的 集合 为 P(4) ,那么 a e P(A4). 很 显 
SR ,我 们 用 P(A) 划分 了 4 的 全 部 的 本 原 寡 等 元 集合 .我 


I NEH, E 代数 4 只 有 有 限 个 点 . 
i 
» 2 Cik 


是 1, 在 代数 4 中 的 一 个 本 原 正 交 分 解 ,我 们 将 此 分 解 中 
属于 点 a 的 本 厚 寡 等 元 个 数 称 为 在 4 中 的 重 数 , 记 
JJ m. FRAT AE ,由 于 1 在 代数 4 中 的 任意 两 个 本 原 正 
交 分 解 上 是 相差 一 个 HHCY a © U( 4) ,那么 m, 是 不 
依赖 于 1, 在 代数 4 中 的 本 原 正 交 分 解 的 选取 的 . 
么 环 4 的 Jacoboson 根 , 记 为 J(4) ,是 指环 4 的 全 部 
ig poche a apopaj'awwaypanywaq 
交 , 从 而 它 是 4 的 一 个 理想 .在 4 是 起 代数 的 情况 下 ， 
JCA) Tej A 的 全 部 的 极 大 理想 的 交 ( 文献 [44]Lemma 
10.2) ,而 且 4 只 有 有 限 个 极 大 理想 . 
对 于 代数 4 的 每 个 点 a ,总 存在 A 的 唯一 的 极 大 理 
想 M ,使 得 a E M .由 此 我 们 得 到 一 个 单 代 数 S(a) = 
A/M, ,以 及 下 面 的 关于 A 的 半 单 商 的 代数 同 构 式 : 
A/J(A) = [| A/M.. 


aeP(A) 


那么 容易 知道 
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m? =dim,(S(a)), 
我 们 称 SC a) 是 a 的 重 数 代数 . 

ii 和 /1 是 4 的 非 零 早 等 元 ,如 果 它 们 在 4 PIHE, 
则 它们 在 4 中 的 任意 两 个 本 原 正 交 分 解 相 差 一 个 
U(A)- JE, 由 此 ,它们 的 本 原 正 交 分 解 含有 点 a e 
P(A) 中 的 本 原 窒 等 元 的 个 数 是 相同 的 , 我 们 记 为 
m, (i) = m, (j) ,并 称 它 为 点 a 在 i 和 j 中 的 重 数 . 

上 的 G- 代 数 4 是 一 个 对 (A, 几 ) ,其 中 4 是 一 个 大 
代数 ,由 :G 一 Aut(4) 是 一 个 群 同 态 .这 里 Aut(4) 指 的 
是 4 的 友人 代数 自 同 构 群 .有 时 在 没有 混 消 的 情况 下 ,我 
们 也 简单 地 用 4 来 表示 这 个 C- 代数 .显然 ,对 于 每 个 G 
代数 4,G 在 4 上 都 有 一 个 典范 的 群 作用 ， 

一 个 内 C- 代 数 是 一 个 对 (4,p) ,这 里 4 同样 是 一 个 
让 代数 ,gp 是 从 群 G 到 4 的 单位 群 4” 的 群 同 态 .由 该 群 
同 态 wp 我 们 典范 地 得 到 一 个 从 G 到 Aut(4) 的 群 同 态 
:gr Inn(g(g)) ,由 此 诱导 得 到 一 个 G- 代数 A. 

MRA 是 一 个 (内 )G- (RR, ABA A” 也 是 一 个 
(A) G- 代数 .每 个 内 G- 代数 都 可 以 典范 地 被 看 做 是 一 
个 GCG- 代数, 同一 个 所 代数 4 上 的 两 个 内 G6- 代 数 诱导 出 
同一 个 C- 代数 , 当 且 仅 当 这 两 个 内 G- 代数 相差 一 个 从 
群 C 到 4 的 中 心 的 群 同 态 . 由 于 交换 的 内 G- 代数 总 是 诱 
导出 平凡 的 G- 代数 ,所 以 不 是 每 个 C- 代数 都 能 被 看 成 
是 一 个 内 G- 代数 . 
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一 般 地 ,通过 限制 的 方法 ,我 们 可 以 从 G- 代数 (4， 
Y) 得 到 一 个 H- 代数 ( Res$4 ,小 ,.%4) ,我 们 称 它 为 G- 
FUR A oy) 的 限制 代数 ,这 里 有 < G 以 及 yan 是 
,在 上 的 限制 .当然 ,内 G6- 代数 的 限制 大 代数 是 一 个 
内 H- 代数 . 
对 偶 地 ,我们 介绍 下 面 的 关于 内 G6- 代数 的 诱导 方 
法 , 它 来 源 于 文献 [61 ]. 
iH< GIFA(B,p,) 是 一 个 内 正 代 数 ,有 的 诱导 
内 6G- 代数 (TndiB,piwip) 被 定义 为 一 个 有 下 面 的 分 配 
形式 的 乘法 的 
代数 CG @yB OC, 
以 及 C- 代数 同 态 : 
分 配 形式 的 乘法 : 
(x yb Dair) 的 Ar Biany ) 
0, yx’ E H, 
|x @ yb yx ° b' Quay, yx eh, 
WH x,y,x',y' e G/H;b,b' e B. 
~ 代数 同 态 (结构 同 态 ): 
HG GG O aB Qn 2 gt Ols Qat 


在 本 书 中 ,除非 我 们 指明 A (OBC A SI A RAR H 
个 代数 同 态 / 是 西 同 态 , 也 即 保持 单 位 元 ,否则 .f 并 不 
一 定 将 工 映 成 1 
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设 4 和 有 都 是 6- 代 数 ,天 代数 同 态 六 4 一 有 称 为 一 

个 G- 代数 同 态 ,如 果 它 和 G 在 4 上 的 作用 相交 换 , 也 即 
f(a)=*f(a),g e Ga € A. 

特别 地 ,在 上 述 4 和 B 都 是 内 G- 代数 的 情况 下 ,我 
们 称 了 为 一 个 内 G- 代数 同 态 ,如 果 
Kg: a)=g-fla) flarg)=fl(a)-g,g € G,a € A. 

WK FET IAC AW) ECB, ,) BJ G-REN /都 
是 西 的 , 它 使 得 we = f pi ERTER, ypa) 是 
(Byw,) 的 一 个 嵌入 G- 代数 ,如 果 存 在 p° A — TES 
Tut, (EFCA, pa) 2 (iBiW yy.) KB (g) = w, (e). 

万 是 6 的 一 个 子 群 ,4 是 一 个 CG- 代 数 ,4 的 全 体 克 不 
动 点 元 素 的 集合 , 记 为 4”, 指 的 是 如 下 集合 : 

A" = ja e Al a =a, EEH p EGG. 

显然 ,4 是 4 的 一 个 么 子 代 数 , 并 且 5( 4 )=4e ç 
e C, 由 此 4 典范 地 作成 了 一 个 Ne A) - (RR ER AS 是 
一 个 局 部 代数 ,我 们 称 代 数 4 是 局 部 G- 代数 . 

一 般 地 ,对 于 一 个 局 部 H- 代数 C,H 6, 我 们 称 它 
H B 的 一 个 散人 入 局 部 H- 代数 ,如 果 作 为 H- 代数 

C Sil Res,B)i. 

这 里 ,是 下 AY — 3 EE SE2U, 

H ALK &: GAS SFE IF E. K < H, BRAA” GE4 ,由 此 
我 们 有 下 面 的 相对 迹 映 射 ， 

Tx, : A — A" ate Sy "a a = A". 


he HK 


1.1 C- 代 数 基 本 知识 


容易 知 道上 面 的 迹 映射 是 不 依赖 于 天 在 万 中 的 陪 
集 的 选取 的 ,而 且 Ar = Trm(A4*) E AY 的 一 个 理想 . 

关于 迹 映 射 ,下 面 的 Mackey 分 解 公 式 ( 文献 [ 66 | ) 
十 分 重要 . 

Mackey 分 解 公式 ” 设 A 是 一 个 6G- 代数,H,K 志 G6 
并 且 w e A ,那么 


Tila) = P Trnka): 
gEH\GAK 


由 于 
Y> A! + J( @) A! 


K<H 
是 4 的 一 个 理想 ,我 们 定义 下 面 的 Brauer R: | 
A(H) = A"/( È Ak + J(QA") 2k @AA"/ > Af). 
显然 ,4(H) 典范 地 作成 一 个 NH) - 代数 ,我 们 注 
意 到 4 WANE p- TEER ,A( A) = 0. 由 此 我 们 给 出 下 面 
的 天 于 p- fE P 的 Brauer EJA: 
Bri: A? = A( P). 
该 Brauer 同 态 是 一 个 óN. ( P) / P- 代数 同 态 . 
Ë H E: G 的 一 个 子 群 ,4 是 一 个 CG- 代数 .对 于 4A” 的 
一 个 点 a ,我 们 也 称 H, 是 C- 代 数 4 上 的 一 个 点 群 ,那么 
集合 
|IP<Hla C AË] 
n oG ff E JEE H EIER p- 子 群 ,我 们 称 
它们 中 的 任 一 个 是 点 a( EH H rR) 的 亏 群 , 记 为 
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D(a) ,或 称 为 点 群 H. 的 亏 群 , 记 为 D(H, ). 

对 于 C- 代 数 4 的 点 群 瑟 的 亏 群 与 Brauer 同 态 的 关 
Aa ,我 们 有 下 面 的 经 典 结论 (文献 [66] ) : 

设 A 是 一 个 6G- 代 数 , 有 HH 是 C- 代 数 4 上 的 一 个 点 群 ， 
已 是 万 的 一 个 p- 子 群 .那么 已 是 点 a 的 亏 群 当 且 仅 当 PP 
是 使 得 Brola) # 0 4 HARK p- F. 

IE SR XK zt 16 IFA BE (a Bt FB Brauer i PAI 
子 类 比 到 AG- 模 上 去 (文献 [66 | ,Exercise 27.2). 

对 于 代数 4 以 及 它 的 两 个 含 在 4” PAS ESE IC i 和 
i’, Wi Ali’ Æ AS PIHE, ABA iAi 和 i'Ai' FETA) 0 G- 
代数 ;反之 ,虽然 i4i Al i'Ai' 是 同 构 的 6- (RRB i Ai’ 
在 A® PSP A— re SEE. 

对 于 局 部 G- 代数 4( 在 文献 [66] 中 , 它 也 被 称 为 本 
原 C- 代数 ) ,我 们 定义 G 的 使 得 1，e Ap WB) FH H 
AA 的 亏 群 , 记 为 D(A) ENTE PAISLEY p- 子 群 . 特 
别 地 , 群 代 数 的 每 个 块 代 数 B 都 是 一 个 局 部 内 G- 代数 ， 
因此 有 亏 群 D( B). 

设 4 是 一 个 C- 代 数 ,及 是 4 上 的 一 个 点 群 ,G- 代 数 
关于 点 群 H, 的 局 部 化 指 的 是 一 个 代数, 记 为 Aa, A 
一 个 H- 代数 散 入 : 

f:A, 一 Res54， 
使 得 f( 1，) e a. 那 么 在 -代数 同 构 的 意义 下 ,4A。 =i4i， 


L € a. 
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12 有 限 群 表示 论 简介 


设 6 是 一 个 有 限 群 , 群 6 在 交换 么 环 尺 上 的 一 个 表 
示 是 指 由 R- 模 V 和 群 同 态 p 提供 的 一 个 对 (Y,p ) ,这 里 
p:C 一 Aut( V) ,Aut(V) 指 的 是 R- 模 V 上 的 全 体 自 同 构 
按 同 态 合成 法 则 作成 的 乘法 群 , 我 们 也 称 p 为 群 G 的 一 
个 R- 表示 .显然 ,表示 p 给 R- 模 V 典范 地 提供 了 一 个 群 
作用 ,那么 R- 模 V 自 然 地 作成 了 一 个 RG- 模 VV 事实 上 和 群 
G 上 的 R- 表示 和 RG- 模 是 一 一 对 应 的 (文献 [45 ] ). 

如 果 R- 模 V 是 一 个 有 限 秩 n 的 自由 R- 模 ,那么 对 于 
任何 选 定 的 不 的 一 组 基 ,我 们 可 以 将 Aut(V) 和 环 R 上 
的 全 体 冯 级 可 道 和 矩阵 作成 的 乘 群 GL (R) 等 同 , 由 此 我 
们 得 到 群 G 在 交换 么 环 R 上 的 一 个 矩阵 表示 

p :G—GL,(R), 
我 们 称 它 为 群 G 的 对 应 于 表示 p 的 矩阵 表示 . 

群 6 的 特征 标 是 指 由 群 G 的 某 个 矩阵 表示 的 迹 函 
数 提 供 的 一 个 从 群 G 到 R 的 群 同 态 , 显然 ,每 个 群 元 素 
的 特征 标 值 都 是 一 个 代数 数 ( 文 献 [65] ). 与 前 面 的 叙 
说 一 样 , 群 代 数 的 块 是 指 群 代数 的 全 体 中 心 本 原 才 等 
元 , 它 的 块 代数 即 是 对 应 的 全 体 不 可 分 解 双边 理想 .我 
们 称 一 个 不 可 分 解 RG- 模 了 属于 群 G 的 某 个 块 e, 如 有 果 e 
平凡 地 作用 在 下 上 ,从 而 我 们 可 以 将 不 可 分 解 模 的 全 体 
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划分 成 卖 % 对 应 地 ,全 体 不 可 约 模 被 划分 成 块 .在 R 是 完 
备 离 散 赋值 环 或 域 的 情况 下 ,全 体 的 不 可 约 模 的 特征 标 
也 被 划分 成 块 ,我 们 称 它 们 为 群 G 的 特征 标 块 . 

讨论 有 限 群 的 表示 理论 ,目的 在 于 以 一 种 线性 的 方 
式 来 探索 群 的 结构 ,以 及 用 群 代数 的 表示 范畴 来 刻画 对 
应 的 群 代数 的 性 质 , 目前 这 两 方面 都 取得 了 优秀 的 成 
果 , 但 部 存在 不 少 的 难题 .在 上 述 群 表示 的 朴素 的 思想 
指导 下 ,各 种 新 的 研究 工具 逐渐 被 发 现 . 

当 交 换 么 环 R 是 特征 为 0 的 域 或 者 是 特征 为 不 整 
除 群 6 的 阶 的 素数 的 域 时 , 群 代数 RG 是 一 个 域 上 的 半 
单 代数 , 它 的 表示 范畴 是 半 单 的 ,相对 较为 简单 ,此 时 我 
们 称 这 种 情形 下 的 群 表 示 为 有 限 群 的 常 表示 论 , 常 表示 
理论 发 展 至 今 已 有 100 多 年 的 历史 . 当 域 R 的 特征 为 整 
除 群 的 阶 的 系数 时 ,Maschkle 定理 失效 (Green 提出 相 
对 投射 的 概念 来 弥补 这 一 点 ) , 群 代数 RG 不 再 是 域 上 
的 半 单 代数 , 它 的 表示 范畴 是 非 半 单 的 ,从 而 它 的 表示 
论 性 质 较为 复杂 ,对 于 这 种 情形 下 的 表示 论 ,我 们 习惯 
上 称 为 模 表 示 论 , 它 是 由 群 论 大 师 Brauer 在 20 世纪 约 
30 年 代 开创 的 . 

群 的 表示 理论 目 创 立 以 来 ,就 一 二 处 于 和 逛 勃 发 展 的 
过 程 中 ,并 且 日 渐 从 最 初 作为 为 单 群 分 类 服务 的 一 个 工 
有 具 发 展 成 为 一 个 相对 独立 的 研究 群 代数 的 结构 以 及 表 
示范 畴 的 学 科 . 它 不 仅 目 身 内 容 丰 富 , 而 且 还 在 其 他 学 
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1.2 有 限 群 表示 论 简 介 


科 : 获 得 了 广泛 的 应 用 .目前 , 群 表示 论 已 经 成 为 理论 物 
理学 家 必须 的 研究 基础 . 

群 表 示 论 的 研究 有 许多 分 文 ,比较 典型 的 有 特征 标 
理论 . 块 理论 .不 可 分 解 模 理 论 .局 部 表示 理论 .其 中 , 常 
特征 标 理论 和 模特 征 标 理论 在 有 限 单 群 分 类 过 程 中 的 
贡献 ,特征 标 块 和 关于 群 代数 的 块 代 数 的 Brauer 第 一 、 
二 二 主要 定理 ,Green 对 应 定理 .Puig 和 Broue X FA 
等 块 和 它 的 源 代数 的 结构 的 刻画 等 , 均 是 这 些 领域 的 标 
志 性 成 果 . 

同时 ,这些 理 论 在 发 展 的 过 程 中 不 断交 叉 、 炉 合 , 催 
生 了 不 少 新 的 研究 观点 ,6G- 代数 理论 就 是 在 这 种 背景 
下 诞生 的 ,从 Green 的 文献 [26] 中 的 研究 开始 ,许多 建 
立 在 G- 代数 上 的 结论 不 断 被 发 现 . 

推广 和 统一 群 的 相关 结论 和 群 代数 上 的 关于 块 论 
和 模 论 的 结论 ,一 直 是 G- 代数 的 重要 的 研究 思路 和 方 
法 ,通过 这 种 方法 , 越 来 越 多 的 关于 群 和 群 代数 的 重要 
结论 被 发 现 具有 一 般 形式 ,由 此 人 们 发 现 这 些 结论 也 是 
代数 的 普遍 的 结论 在 群 和 群 代数 上 的 特殊 表现 . 

下 面 关 于 C- 代数 的 重要 结论 (1) ~ (7) 就 是 将 有 
限 群 的 Sylow 定理 推广 到 G- 代数 上 而 得 到 的 (文献 
[511],[60]), 正 是 以 这 些 结论 为 基础 ,Puig 建立 了 点 群 
形式 下 的 局 部 分 析 方 法 . 

(1) Z Q, 是 C- 代 数 4 上 的 局 部 点 群 ,O < H < Ç. 
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第 1 章 CC 代数 研究 背景 


那么 
Br (d o) = (Q. y =p 2, 
ig 
est Te, (a) ) = Tr, WO Br (a)), a e ABA.. 
(2) LH, Fe K, 是 C- 代 数 4 上 的 点 群 , 并 且 开 三 万 
以 及 
4 B4 ETre(4 74 ); 
又 设 R 是 HH 的 局 部 点 子 群 .那么 存在 某 个 元 素 he H, 
使 得 
RR 
(3) RH, Æ G- RZA Lái SF, MABE H, HH 
个 局 部 点 群 $. ,使 得 | 
A"BA" C TrY7(A°£AS). 
(4) Z H, Fe P, 是 C- 代 数 和 上 的 点 群 ,那么 下 面 的 
论断 是 等 价 : 
OP, 是 H, HF AOP, 是 集合 
IK, Æ A 上 的 点 群 | KC H,A*BA” ETre(4 654 )| 
的 极 小 元 ;(3)P, Æ H, 的 极 大 局 部 点 子 群 . 
(5) 设 柬 是 C- 代 数 4 上 的 点 群 ,并 设 已 和 已 ,是 
H, — oe e 是, 使 得 
p RE 
(6)Burry-Carlson- £ 定理 (参见 引 理 3.3.5). 
(7)P, FoR, 是 G- 代 数 4 上 的 局 部 点 子 群 并 且 尺 .三 


22 


l.2. 有 限 群 表示 论 简介 


P,. 那 么 存在 A 上 的 局 部 点 群 Q, ,使 得 
R. <Q; <P,, 
并 且 
0 < N,(R.). 
事实 上 ,在 上 面 的 结论 中 , 取 定 G- 代数 是 代数 封闭 
域 , 那 么 就 对 应 地 得 到 下 和 面 的 Sylow 定理 : 
(1) ## Q < H < G; 3 P Q x t) G — 4* p- + R. BR Z 
| H:Q1=1 N,(Q):Q (mod p). 
(2) K< H< G,3#- Epil H:Kl. PAT AN 
f£—p- FR, BEN e H, t R < "K. 
(3) 有 限 群 末 的 Sylow p- 子 群 的 定义 . 
(4) 有 限 群 厅 的 极 大 太子 群 恰 是 万 的 斑 - 指 数 的 极 
小 子 群 . | 
(5) 有 限 群 厅 的 Sylow p- 子 群 是 相互 H- Apt. 
(6) ZK < H,Q 是 KK 的 一 个 Sylow p- FF. 如果 
N,( Q) < K, Z Q 也 是 是 的 一 个 Sylow p- 子 群 . 
(7) APR p- 群 的 真子 群 真 包 含 于 它 的 正规 化 子 . 
下 面 的 结论 (文献 19],Theorem 3.2) 在 文献 
[48 ] (Theorem 1. 12.3) 中 也 被 称 为 C- 代数 上 的 Brauer 
第 一 主要 定理 
设 A 是 一 个 G- 代数 ,已 是 6 的 一 个 产子 和 群 .那么 
Brauer 同 态 Br; 限制 到 42 上 是 一 个 从 As E) ACP) 
的 满 同 态 ,而且 这 个 满 同 态 诱导 了 4 的 在 G 中 亏 群 为 P 
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第 1 章 ”人 代数 研究 背景 


的 点 和 A(P) “的 在 NN.(P) 中 亏 群 为 已 的 点 之 间 的 一 
一 对 应 ,同时 该 满 同 态 保持 相对 应 的 点 的 重 数 . 

WEAR: iz a 和 有 8 是 相对 应 的 点 ,在 文献 
[48] (Theorem 1.12.3) 的 证 明基 础 上 ,我 们 知道 
Bita = ACP) Ye) UR 

ACP)" + M. =sAUPywt 
那么 
A°/M, 2 A( P) k”) ZM, 
HI! mi. = mg. 

下 面 的 结论 也 被 专家 称 为 C- 代数 的 点 上 的 Green 

对 应 . 它 是 上 面 的 人 代数 上 的 Brauer 第 一 主要 定理 的 一 
个 显然 的 推论 . 

pr ehh 
的 子 群 .如 果 入 :=N.(P) < H, E Z ñ #&— 4 A° HEC 
P FREA PH) Fe A" 的 在 万 sama 已 的 点 之 间 的 一 
一 对 应 ,而 且 , 如 果 点 a e A" 和 点 B e A" 是 该 对 应 关系 
下 的 对 应 点 ,那么 Bri(a)=Bri(B) 是 4( 忆 ) 的 一 个 点 ， 
并 且 m, = mg. 

在 文献 [32] 中 ,借用 内 G- 代数 上 的 限制 和 诱导 方 
法 ,推广 经 典 的 Green 对 应 定理 ,我 们 得 到 下 面 的 扩张 
Green 对 应 定理 , 它 给 出 了 有 相同 的 亏 群 D 的 局 限 内 页 
代数 和 局 部 内 G- 代数 之 间 的 一 个 上 自然 的 对 应 , 这 里 

N.(D) < H < G.P HK Green XMM S GEN D 局 限 
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1.2 有 限 群 表示 论 简介 


内 G- 代 数 同 构 类 和 亏 群 为 D 局 部 内 HK- 代数 同 构 类 之 间 
的 一 一 对 应 关系 ,由 此 适当 推广 了 模 上 的 Green 对 应 关 
系 .事实 上 ,扩张 Green 对 应 是 上 述 G- 代数 的 点 上 的 
Green 对 应 限定 在 重 数 为 1 的 点 的 情形 下 的 一 个 极 好 的 
应 用 . 

扩张 Green 对 应 定理 jz D 2 CA p- fE N (D) 
< H < G.T 
D: N D,g e C/H}, 
Pn Hyg e GCH}, 


< GI P < 
< Gl P < 


= |414 是 一 个 在 群 C 中 亏 群 为 万 的 局 部 内 G- 


xX 
| 


KAN 
I 


IBI B XZ — 4 RH P FË A D 的 局 部 内 HH- 
es 

么 存在 集合 A, 和 集合 SS, Z i] —— s 5 , ië —— HF 
应 pi Hho F. 

(1) 对 于 任意 的 4E., 设 


Ll, = scan 


eJ 
是 1, 在 A” PHAR 分 解 ,那么 存在 唯一 的 f(A) 
E A, 使 得 

f(A) 4 As = JA Jo, 
对 于 某 个 六 e ,这 里 6 | P(A) MA, e 6, FAT 
AHP e J.A, 的 亏 群 都 属于 Z, EB e P,(A) 使 得 
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j =€ B; 

(2) 对 于 任意 的 BB e Z, 

lue = >: 
是 lasa, £ (Ind, B) 中 的 本 原 回 等 元 分 解 ,那么 存在 唯 
一 的 g(B) © 4 ,使 得 
g(B) = (Ind£;B), =io( IndnB),, 

FHA I, el Ea e Pa.(IndsB) S fü ea, FH 
对 于 另 一 个 i e 1,(IndyB) 有 一 个 亏 群 在 . 必 中 ,这 里 a 
e P.(IndrB) ,使 得 i ea; 

(3) 特别 地 ,分 别 作为 内 G- 代 数 和 内 月 -代数 ,我 们 
有 下 面 的 同 构 : 

g(/(A)) ° A,f(e(B)) SB. 

推论 DAG p- FEE ,N.( D) < H < G,A #° 
C 分 别 是 属于 C 的 块 刀 的 局 部 内 G- RAFT H t) 3k 
的 局 部 内 正人 代数 ,并 且 4 是 C 的 关于 公共 亏 和 群 万 的 扩 
张 Green 对 应 ,那么 及 和 /是 Brauer 对 应 下 的 块 (代数 ). 

证 明 ; 在 8H- 代 数 同 构 的 意义 下 , 设 C 呈 iAi, 这 里 i 是 
4 在 群 6 中 亏 群 为 万 的 一 个 本 原 震 等 元 ,那么 Bro(D) = 
0 ,并 且 

pe(e,) =i =p,(e,)i,p,(e,) = la 
由 此 ， 
Brm(i) =Br(p(e)p(en)i) 关 0,Br (eep) # 0. 
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1.3 EC- 代数 的 例子 


WBZ , 
e,Bry (es) # 0, 
B Fil b 是 Brauer 对 应 下 的 块 代数 . 


1.3 G- 代数 的 例子 


1.3.1 和 群 代数 < 


“G 作为 以 G 为 一 组 基 的 目 由 乓 模 ,以 线性 扩张 群 
G 的 乘法 作成 了 一 个 所 代数 ,那么 按 典 范 包含 群 同 态 G 

(LG)” 作 成 一 个 内 G6- 代数 .0G 的 每 个 块 代数 是 局 部 
内 G- 代数 . 


1. 3.2 ZG- ÉE 


M 是 一 个 LG- 模 , 也 即 它 是 群 G 的 一 个 表示 , 它 的 

自 同 态 环 End-(W) 按 下 面 的 方式 作成 一 个 内 G- 代数. 
G— End AM), ,gt= g * Lesa cary: 
容易 知道 ,作为 内 G- 代数 
End ( M)” = End (M ° ) , 
M` = Hom, (M,C). 

需要 说 明 的 是 ,并 不 是 每 个 内 G- 代数 部 可 以 来 源 

F G 的 某 个 表示 的 目 同 态 环 按 这 种 方式 作成 的 内 G- AR 
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#11 G- 代 数 研究 背景 


数 , 以 及 对 于 两 个 自由 LG6- 模 ,它们 的 目 同 态 环 按 上 
述 方式 作成 的 内 G- 代数 同 构 的 , 当 且 仅 当 这 两 个 让- 自 
H G- 模 是 同 构 的 (文献 [66] ) ,但 这 个 结论 的 必要 性 
对 一 般 的 LG- 模 是 不 成 立 的 . 


1.3.3 4E G- 代数 


WA 是 一 个 6G- 代数 ,并 设 M,(4) 是 1C1 -级 系数 
在 4 中 的 全 和 矩阵 代数 ,那么 Www(4) 也 是 一 个 有 限 秩 的 
自由 一 代数. 如果 我 们 用 G 中 的 元 素 去 标记 上 4 (A) 的 
行 和 列 ,那么 按 下 面 的 方式 我 们 得 到 一 个 G- (CR: 
(m), = (Myint) tF E Gm € Mio (A). 
我 们 称 它 是 G- 代数 4 的 矩阵 G- 代数 .此 时 ， 
f:A—M, (A) f(a),, =a, 
fla), , =0,(x,y) # (1,1),a € Ma(A) 
诱导 出 一 个 4 的 点 和 M (A) 的 点 之 间 的 双 射 . 


1.3.4 FRAG 


设 4 是 一 个 6CG- 人 代数, 我们 用 4*#*CG 表 示 由 群 6 中 的 
全 体 元 素 在 4 上 生成 的 目 由 左 4- 模 ,和 它 同时 按 下 面 的 乘 
法 作成 一 个 环 : 
(ax) + (by)=a('b)xy,a,b E A.x,y € G. 
我 们 称 它 为 群 C 在 G-I ERY BHD. FR MT tit 
上 将 4 EIA A+ 1,, RO G 等 同 为 1.6. 如 果 群 C 平 
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1.3 G- 人 代数 的 例子 


凡 地 作用 在 4 上 ,那么 4*G=A4G 是 群 G 在 全 代数 4 上 
的 群 环 ,如 果 此 时 代数 4 是 交换 的 ,那么 4 = G 即 是 一 个 
群 代数 . 
容易 知道 , 按 下 面 的 作用 方式 我 们 把 4 定义 为 一 个 
EMA A * G- 模 ,我 们 分 别称 它 为 主 左 和 主 右 4 * G- 模 . 
设 V 是 一 个 右 4* C- 模 ,那么 按 下 面 的 方式 : 
xpfay=p(og)zE ,ge G, EPE End,( V) 
将 End (V) 作成 一 个 G- 代数. 特别 地 ,G- 代 数 4 与 6G- 代 
数 End,(4) 是 典范 同 构 的 ,也 就 是 说 ,每 一 个 代数 都 可 
以 通过 它 所 对 应 的 纽 群 环 上 的 主 右 模 的 自 同 态 环 来 实 
现 ,但 一 般 来 说 ,是 不 能 通过 L4G- 模 的 自 同 态 环 来 实现 
的 . 
WR A 还 是 一 个 内 G- 代数 ,那么 4*C 按 下 面 的 方 
式 作成 了 一 个 内 G x G- 代数 
í“ (GxG)— A*G,(x,y)=>p(xy ')y,x,y e G. 
此 时 ,4 是 一 个 局 部 内 G- 代数 , 当 且 仅 当 4 是 不 可 
分 解 4* C- 模 ,并 且 4 的 亏 群 恰 是 4 作为 4* C- 模 的 项 


13.5 BRAK R“ G 


设 6G 是 有 限 群 ,R” 表 示 域 R HRA, A 
Z(G,R*) 表示 下 面 的 图 数 的 全 体 : 
a:G x G— R* b 


a(x,1)=a(1,x)=1,a(x,y)a(xy,z) 
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=a(y,z)a(x,yz) x,y,z € G. 

在 Z(G,R* ) 上 定义 乘法 如 下 : 
aB(x,y)=a(x,y)B(x,y),x,y € G,a,B e Z(G,R*). 

ABA Z°(G,R* ) 作成 一 个 加 法 群 . 

Mika e Z°(G,R* ) ,那么 以 R"G 表示 域 R 上 的 癌 
量 空间 ， oe e 0G, 在 R"G 上 定义 乘法 如 下 : 

"y =@(x,y)xy, 

Si ROCHE RRR EASIER FLAS E. kR 上 的 

任 一 纽 群 代数 都 可 以 通过 这 种 方式 得 到 .如 有 果 aw = 1, 那 
A R° GEE (BY ) 群 代数 Rc. 同 时 , 纽 群 代数 RE 是 一 个 

G- 代数 (但 通常 不 是 一 个 内 C- 代数 ) ， 蕊 同时 也 是 一 个 
对 称 代数 . 

设 了 是 域 尺 上 的 有 限 维 回 量 空间 ,映射 

p:G— GL( V) 

称 为 群 G 在 域 R( 上 的 同 量 空间 V) 上 的 w- 投 射 表 示 ,如 
果 存 在 a:G x G— R” 使 得 

p(1)= 1y,p(x)p(Y)=a(x,y)p(xy) ,x,y € G. 

显然 ,此 时 a © 2 (0C,R ). 由 此 我 们 得 到 一 个 纽 群 
代数 R*G, 并 且 V 作 成 一 个 R*G- 模 .通常 的 群 表示 是 当 a 
=1 时 的 投射 表示 .容易 得 知 , 群 6 在 域 尺 上 的 wa- 投射 表 
ANAS R°G- 模 是 一 一 对 应 的 . 


1.3.6 到- É + 
有 限 有 向 图 是 一 个 三 元 组 (D,E,n) XH p #l E E: 


30 


1.3 C- 代 数 的 例子 


有 限 集合 ,分 别称 为 顶点 集 和 边 集 ,并 且 风 :下 一 疡 xD 
是 一 个 映射 . 

-对 于 每 个 边 e e E.n(e)= (d, ,d,) ,di 称 为 始点 ,d， 
称 为 终点 ,我们 有 时 也 把 D 简称 为 图 . 

设 D 是 一 个 有 限 有 向 图 ,D 的 LCG- 图 表 是 由 一 簇 模 
M,,d e D 和 一 筷 OG- 线性 映射 大 :WMA > M, we) = 
(d,,d,),d,,d, E DAR. 

我 们 将 图 表 看 做 是 对 (M, f) XE M iE d EPA 
为 MM 的 从 DD 到 CG6- 模 的 函数 ,f 是 从 EE 到 LG6- 模 的 函数 . 
图 DD 的 LG- 图表 有 时 也 称 为 图 D 的 由 LCG- 线性 映射 给 
出 的 表示 . 

给 定 D 的 两 个 64G- 图 表 (M, f) FCM’, f') ,我 们 定 
SOP HAY CC- 线性 同 态 : 

vy:(M, f) > (M'," f') ,Wa:Mi— Md E D, 
(EE fib, = 水 大 ,对 任意 的 di d, € Die e E fin (e) 
=(d,,d,) ,并 记 Homec( (以, f) ,(M', f')) ŒE CG- 
线性 同 态 的 全 体 . 

显然 边 为 空 集合 ,只 有 一 个 项 点 的 图 的 LG- 图 表 就 
是 我 们 通常 的 CG- FIFA E 自 同 态 代 数 End (M, f) 
以 下 面 的 结构 同 态 作成 了 一 个 内 G- 代数; 


p:G— |] End(M,) g (e idy,) 


dep 
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525 G- 相伴 关系 和 内 
G- 代数 的 中 心 化 于 的 块 


21 研究 思路 和 主要 结论 


在 文献 1 9] 中 ,为 了 推广 Alperin 猜想 ,Barker 通过 
应 用 模 的 双 目 同 态 代数 的 C- 代数 结构 ,提出 了 连通 模 
以 及 模 的 中 心 分 文 的 亏 群 的 概念 ,并 且 通 过 模 的 中 心 分 
文 的 不 可 分 解 直 因子 的 项 和 该 中 心 分 文 所 属于 的 群 代 
效 的 块 的 亏 群 ,给 出 了 模 的 中 心 分 文 的 亏 群 的 上 界 和 下 
Fr. CHK A] 继续 研究 了 连通 模 的 张 量 积 的 亏 群 问题 . 同 
时 ,在 文献 [9] 研究 了 模 的 双 自 同 态 代 数 的 块 ,并 给 出 
”本 块 的 相伴 关系 . 本章 我 们 将 模 的 双 自 同 态 代 数 的 块 的 
相伴 关系 推广 到 一 般 的 G- 代数 的 点 上 去 ,给 出 了 G- FR 
数 的 重 数 为 1 的 点 上 的 C- 相伴 关系 ,发 现 它 是 重 数 为 1 
的 点 上 的 Green 对 应 的 延伸 .我 们 刻画 了 所 得 到 的 G- 相 
伴 天 系 以 及 用 它 刻 画 了 扩张 Green 对 应 ,并 且 发 现 该 相 
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伴 关 系 与 Brauer 对 应 相 容 .我 们 还 将 该 相伴 关系 恰当 地 
应 用 到 内 G- 代数 的 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 的 块 上 
去 ,得 到 了 不 同 的 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 的 块 之 间 
G- 相伴 关系 ,并 且 发 现 它 还 与 块 的 张 量 积 相 容 . 

下 面 我 们 给 出 本 草 的 主要 结论 . 

it A 是 一 个 fH- 代数 ,B 是 一 个 G- 代数, 并且 

f:A — Res; B 
是 一 个 西 H- 代数 同 态 , 这 里 
NAP) < H < G, 

P 是 6G 的 一 个 p- 子 群 .那么 对 于 B" 的 在 6G 中 亏 群 为 P 的 
所 w ,如果 m, = 1, 我 们 首先 得 到 它 在 (Ress8)” 中 的 
Green 对 应 点, 它 也 是 重 数 为 1 的 ,再 通过 f, 我 们 唯一 地 
决定 了 4 的 一 个 重 数 为 1 的 点 ,我们 称 AY 中 的 这 个 点 


it A 是 一 个 C- 代数 ,B 是 一 个 内 fH- 代数 ,并 且 f:4 
— IndpB 是 一 个 C- 代数 同 态 ,这 里 
NAP) < H < G, 
P 是 6G 的 一 个 p- 子 群 .那么 对 于 B"” 的 在 五 中 亏 群 为 P 的 
AB, WR ms = 1, 由 与 上 面 类 似 的 过 程 ,我 们 唯一 地 决 


通过 分 析 点 的 重 数 和 比较 相对 应 的 点 的 亏 群 ,我 们 
刻画 了 上 面 的 相伴 关系 ,还 证 明了 上 述 相 伴 关 系 通 过 块 
与 局 部 内 G- 代数 之 间 的 属于 关系 而 与 块 的 Brauer 对 应 
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第 2 章 GC- 相伴 关系 和 内 G- 代数 中 心 化 子 的 块 


相 容 ,以 及 该 相伴 关系 刻画 了 扩张 Green 对 应 .结论 如 
F; 

Æ 2.1.1 (1) 设 A 是 一 个 有 -代数 ,B 是 一 个 G- 
代数 .假定 fA 一 Res? B 是 一 个 本 H- 代数 同 态 ,那么 对 
于 B" 的 每 个 在 G 中 的 亏 群 是 已 的 点 a ,如果 mm = 1 , W] 
a 唯一 地 决定 了 AY 的 一 个 点 ass,(a) ,并 且 

P <,D(ass,(a)), 
my ( Brp(fl(asss(a))))=1, 
Mass (a) 一 l. 

(2) RAR—A G- 3k B 是 一 个 内 有 -代数 .假定 
f:4 一 IndpB 是 一 个 西 G- 代 数 同 态 ,那么 对 于 B" 的 每 个 
E H PATRE PHSB, wR m =1, 则 BB 唯 一 地 决定 
了 A? 的 一 个 点 ass.(B) ,并 且 

P <,D(ass,(B) ), 
My 6) yp Oe Bre” (fl asse(B)))) > 1, 


M assot B) = l 


注 2.1.2 对 应 于 文献 [9] 中 的 定义 , 我 们 称 
ass,(a) Æ a AY H- APE IF PR ass, (6B) 是 6 的 G- 相 伴 


Green 对 应 关系 ,从 而 是 Green 对 应 关系 的 延伸 . 
定理 2.1.3 (1) 在 定理 2. 1.1(1) 中 ,假设 (A,p,) 
是 一 个 内 肝 代 数 , 并 且 (B,ps) 是 一 个 内 C- 人 代数. 如 果 a 
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和 ass, (a) 分 别 属于 6 的 块 e Fo H Rf’, AZ e' Fo f 
' 是 Brauer 对 应 下 的 块 . 

(2) 在 定理 2.1.1(2) 中 ,假设 (4,p,) 是 一 个 内 G- 
代数 .如 果 assu(B) 和 有 B 分 别 属于 C 的 块 e de H yb f, 
ABZ e' 和 f' 是 Brauer 对 应 下 的 块 . 

定理 2.1.4 设 4 是 一 个 局 部 内 C- 代数 ,四 是 一 个 
ky 38 A H- XK FFB HAM KT FFB P HOF TK Green 
对 应 (文献 [32 |). 那 么 

(1)B Æ ass,(1,) + A+ ass,(1,) 89 AASB A H- 
代数 ， 

(2)A Æ ass.(1,)(IndíB)ass.(1,) RAAB A 
G- 代数 . 

一 般 地 ,对 于 G6- 代数 4, 它 的 G6- 不 动 点 于 代数 的 中 
心 化 子 代数 C (A) 不 再 是 一 个 6- 代数 ,但 有 趣 的 是 ， 
对 于 一 个 内 G- 代数 (4,p), 它 的 G- 不 动 点 于 代数 的 中 
心 化 子 代数 C(A") 仍 是 一 个 内 G- 代数 ,由 此 ,我 们 可 
以 分 析 这 个 新 的 内 G- 子 代数 的 块 代数 .我 们 注意 到 ， 
C (A) 的 G- 不 动 点 子 代 数 .C(4") 的 中 心 ,以 及 4" 的 
中 心 是 一 致 的 ,结合 块 是 重 数 为 1 的 点 这 个 事实 ,上 面 
的 重要 观察 使 得 上 述 C- 代数 的 点 上 的 相伴 关系 可 以 合 
理 地 应 用 到 G- 代数 的 不 动 点 子 代数 的 中 心 化 子 的 块 上 
去 ,由 此 我 们 相应 地 得 到 了 G- 代数 的 不 动 点 子 代 数 的 
中 心 化 子 的 块 上 的 相伴 关系 . 
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对 于 内 C- 代数 (4,p), 我们 找到 了 内 G- 代数 
C (A) 的 块 与 限制 后 的 内 H- 代数 Res%4 的 H- RZA 
子 代 数 的 中 心 化 子 代数 
Cresca( (ResnA)”) 
的 块 之 间 的 相伴 关系 .对 于 内 H- 代数 (B,p) ,我 们 找到 
TIN H- 代数 Cp( B!) 的 块 与 诱导 后 的 内 G- 代数 IndsB 
的 G- 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 代数 
C,,4%( (IndgB) °) 
的 块 之 间 的 相伴 关系 .我 们 证 实 了 这 种 相伴 关系 与 块 的 
Brauer 对 应 和 内 G- 代数 的 张 量 积 相 容 ,而且 ,我 们 还 用 
这 种 相伴 关系 刻画 了 文献 [32] 中 的 扩张 Green 对 应 
(定理 2.1.4): 结 论 如 下 .: 
ZEEB2.1.5 (1) 设 (4,p,) 是 一 个 内 C- 代 数 ,w 是 
C (A) 的 亏 群 为 四 的 块 .那么 存在 
‘Cresci ( (ResyA)") 
的 唯一 的 块 ass (a) ,使 得 
Bri (ass,(@).@) #0,P <,D(ass,(a@) ) ; 
(2) 设 (B,ps) 是 一 个 内 日 -代数 ,B Z C,( B!) 的 一 
个 亏 群 为 P 的 块 .那么 存在 
Cage ( ( Ind; B ) e) 
的 唯一 的 块 ass-(B) ,使 得 
Brito! 8 (ass,(B)B) #0,P <, D(ass,(B) ). 
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2.2 G- 相伴 关系 


定理 2.1.6 (A,p,) 是 一 个 内 G- 代数 ,并 且 (B， 
pr) 是 一 个 内 HH- 代数 . 设 a,B 分 别 是 C,(A“) Fe CB") 
的 块 ,并 且 它 们 有 相同 的 亏 群 P. 

(1) #Ra,ass,(a) 分 别 属于 C, 厂 的 块 e, 九 那么 e 
fa f £ Brauer 对 应 下 的 块 . 

(2) wR ass.(B),B TALAT C,H ike, f, RAe 
和 /是 Brauer 对 应 下 的 块 . 

定理 2.1.7 设 有 是 6G 的 子 群 ,P, 是 G 的 p- 子 群 ， 
并 且 

N :WP S HE; i= 1,2. 
又 设 (4i,pi ) 是 一 个 (自由 有 限 秩 的 内 Ci- 代数 ,ai 是 
C (Ar) 的 块 , FA(B,,p,) 是 一 个 内 -代数 ,Bi 是 
C,( BY) 的 块 ,i = 1,2.3RZ a, Qa, B OB, 分别 是 
Con((4 @A,)%) # C, op ( (B, @ B,) h) HR, 
而 且 有 | 
(1) assy xn, (a, & az) = ass, (a1) CO ass,(a,) ; 
(2)assc xc, (Bı @ Bz) = assc(B) @ ass¿ (B). 


2.2 G- 相伴 关系 


首先 , 设 机 是 一 个 正人 代数 ,有 是 一 个 人 代数 ,并 且 
f: A iii Res? B 
是 一 个 本 H- 代数 同 态 ,这 里 
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N.( P) < H < G, 
P Æ G 的 一 个 产子 群 .我 们 研究 : 
oa Res’ B Green correspondence for points | 

那么 ,对 于 B" 的 在 6 中 亏 群 为 P 的 点 a, 如 果 m,=1, 我 
们 首先 得 到 它 在 (ResyB) ”中 的 Green 对 应 点 , 它 世 是 
重 数 为 1 的 ,再 通过 f, 我 们 唯一 地 决定 了 了 4” 的 一 个 重 数 
为 1 的 点 .我 们 称 4” 中 的 这 个 点 为 a 的 H- 相伴 点 . 

其 次 ,我 们 设 4 是 一 个 G6- 代数,B8 是 一 个 内 HH- 代 数 . 
并 且 

f:A — Ind% B 
是 一 个 本 6- 代数 同 态 ,这 里 
NAP) <H<G, 
P 是 G6 的 一 个 p- 子 群 .我 们 研究 . 
À _ Ind°B Green correspondence for points 

那么 ,对 于 B" BE H rh p EE J PRAE, WR m, = 1, FA 
与 上 面 类 似 的 过 程 ,我 们 唯一 地 决定 了 B 的 在 4” 中 的 
G- 相伴 点 . 

通过 分 析 点 的 重 数 和 比较 相对 应 的 点 的 亏 群 ,我们 
刻画 了 上 面 的 相伴 关系 ,在 这 一 节 ,我们 还 证 明 上 述 相 
伴 关 系 与 Brauer 对 应 的 相 容 . 

引 理 2.2.1 设 f:4 一 B 是 一 个 西 6- 代数 同 态 ,B 
是 B° 的 一 个 点 .如 果 ms = 1, 那 么 PB 唯一 地 决定 了 A" 的 
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2.2 G- 相伴 关系 


一 个 点 Q ,并 且 
mg(f(a)) 21,D(B) < D(ea),m, = 1. 
证 明 : 因 为 B kE B° 的 一 个 点 ,由 文献 166](Lemma 
4.13) ,存在 B° 的 唯一 的 极 大 理想 M. ,使 得 B86 E M. 
iz; e 8 K 


tape Ë. 
1=1 
是 1 在 B” 中 的 一 个 本 原 正 交 星 等 元 分 解 . 
由 于 ms = 1, 那 么 x, € M, 以 及 
j ef(A°) + M,, 
结合 文献 [66] (Theorem 3. 12) ,我 们 得 到 
0 * 8 =8 + M, 
是 
(f(A4°) + M,)/M, 
的 唯一 的 点 ,并 且 m, = 1. 
显然 ， 
FCA /RA ) N Ma) > (/(A°) + M,)/M,, 
a + f(A°) N M, — a + M, 
是 一 个 近代 数 同 构 ,再 次 由 文献 [| 66 | (Theorem 3. 12) , 
存在 f(A4") 的 唯一 的 一 个 点 B' ,满足 me = 1 以 及 
B + M, = B + M, 
是 
(f(A°) +M,)/M, 
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的 点 ,由 此 存在 A” 的 唯一 的 点 a ,使 得 mm。= 1 以 及 
f(a)=B", 
而 且 存 在 i e A® ,使 得 
f(t) =j © Mg. 
如 果 ma(f(a))= 0 ,那么 Ar) < M, ,并 且 ] e M,, 
Ar a. BD 
mg(fla)) > 1. 
H ER EAA FR (T HUB FF EE ASE STE c a, 
使 得 
j=f(i)j e f(a)B S flAjayB) GAA) pa B S Bora): 
tE BY 
D(B) <, D(a). 
NW X HK [48] (Proposition 3.6) 和 文献 [66] 
(Proposition 16.1) ,我 们 得 到 下 面 的 经 典 结 论 : 
5138 2.2.2 设 太 是 有 限 群 G 的 一 个 子 群 ,B 是 一 
个 内 H- 代数 .那么 
¿ =], Weyl, Ble 
是 IndwB 的 一 个 需 等 元 ,并 且 作 为 内 有 H- 代数 ， 
B = i(Ind*B)i, 
以 及 作为 (二 代数， 
Ind¢B = Mn(B), 
这 里 nn =| G:HI 和 M(B) ŽB EHARA. 
我 们 再 次 回顾 下 面 的 被 专家 称 为 C- 代数 的 点 上 的 
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Green 对 应 . 

引 理 2.2.3 设 A 是 一 个 G- 代 数 ,P 是 G 的 一 个 p- 
FH RG 的 子 群 .如 果 N:=N'(P) SH, MARA 
个 A 的 在 CG 中 却 群 为 P 的 点 和 A” 05 £ H P REA P 05 
点 之 间 的 一 一 对 应 ,而 且 , 如 果 点 a E4 和 点 BE4 是 
该 对 应 关系 下 的 对 应 点 ,那么 

Brp(a) = Brz(B) 
是 A(P) 的 一 个 点 ,并 且 m, = mg. 

定理 2.1.1 的 证 明 :(1) 由 引 理 2.2.3 中 的 点 之 间 

的 一 一 对 应 ,存在 a 的 Green 对 应 点 a! ,使 得 


mo =m. =l, 


并 且 
Br2(a') = Bila) 
是 BCP)" 的 一 个 点 ,这 里 a” 是 (Res6B8)" 的 一 个 点 . 
由 引 理 2. 2. 1a’ 唯一 地 决定 了 4 的 一 个 点 ,这 里 
记 为 ass,( a) , 它 使 得 
m(fCass,(@))) = 1, 
M asa (a) = l, 
P=D(a') S,D(ass,(@) ). 
因为 
| ass,( e ) yB. 
ABA 
Br, (f( ass,(a))) # 0, 
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Ff AL 
mua) ( Brp(f( assy(@) ) ) ) 
= my) ( Brp( fl ass,(a)))) = 
(2) 由 引 理 2.2.2,B AWA Indy BSA H- FAR 
数 , 也 就 是 i(IndpB)i, 这 里 i = 1, @ yl, Olo 
因为 
ls OP nle 
是 i(Ind£B)” 的 亏 群 为 已 的 点 ,由 文献 [66] 
(Proposition 4. 1.2) ,我 们 知道 
ly rah Orule 


各 果 
Lge = Ji * js FO By, 
E | gu FE B! rH BJ— S KJE EFJ IX, < B, 
那么 
Lior = 21 Or Darl + È (2 8, Dari Brug, | 
EREMIE (Ind;B)” "PAY IE SC $E EIE, X H 
(gi = l,g,,g>s. Sn | 
fe H TE G 中 的 一 个 陪 集 代表 系 . 
设 
B= ija hojo Jl, 
因为 
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2.2 C- 相 伴 关 系 


(1 Ooi Oal) > =. © ul, ng = 0, 
S=2 s 
r=1,2,--. l;t =1,2,+**,n 


我 们 知道 ， 
l OB nl 
是 (IndsB)” 的 一 个 点 ,并 且 
mi®np@m T L 


RERA, (2) 可 以 由 与 (1) 类 似 的 证 明 过 程 得 到 . 

我 们 回顾 Brauer 对 应 的 定义 ; 设 P 是 6 的 一 个 p- 了 于 
群 ,H < CHH CP) 有 ,又 设 f 是 有 H 的 一 个 块 .对 于 
G 的 任 一 块 e, 显 然 

Br, (@) e (kCO(P))S, 
那么 存在 G 的 唯一 的 块 eu ,使 得 
f Br (eJ) =f, 

我 们 称 e, 是 ff 的 Brauer 对 应 块 (文献 [2] ). 

我 们 回顾 文献 [32] 中 局 部 内 C- 代 数 属于 群 代数 的 
块 的 定义 :(4,p) 是 一 个 局 部 内 6G- 代数 ,我 们 称 (4 ,p) 
属于 群 G 的 块 B( = 人 Me) ,如 果 p (ey)= 1,. 类 似 地 ,对 于 
任意 一 个 内 G- 代数 4 的 中 心 化 子 CA") 的 块 a ,存在 
CG 唯一 的 块 e, 使 得 

ple)a =a, 

此 时 ,我 们 称 a JEF e. 

定理 2.1.3 的 证 明 :(1) AX a 属于 C 的 块 e ,以 及 
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ass,( a) JA F HAR S' ABA 
p,le')a =a,p,(f')ass,(a@) =ass,(a@). 
由 定理 2. 1. 1 ,我 们 得 到 
mita( Brp(f(ass,(a)))) 2 1. 
由 上 可 知 存在 i e ass,(a) Mj e a ,使 得 
Brp(pa(e')j)= Br, (f(p4(f')i) ) Brp(p,(e')/) 
= Brp(f(ps(f ')i)ps(e'))) 
= Brp(f(i)f(pa(f ') pple’ i) 
是 B(P)" 的 一 个 本 原 备 等 元 ,由 此 
Brp(f(p,(f') pple’) ) 
= Dr (UP = 1,)(p.fe")? 
=B of pae 
= Brp( (lp *f')ps(e')) 
= Brp(ps(f ')pa(e')) 
= Bre(pp(f 'e')) 
= 0. 
那么 我 们 得 到 
Brp (f'e) = Brp (f'e) 
= Bry (f') Brp(e’ ) 
= Bri’ OU Bry’ ( Brp'(e’) ) 
= Bry (f 'Brp'(e')) 
天 (). 


st 


23 内 G- 代 数 的 不 动 点 子 代数 的 中 心 化 子 的 块 


由 此 
f 'Bri’(e’) = 0, 
也 就 是 说 ,e' Alf’ 是 Brauer 对 应 下 的 块 . 
(2) 与 (1) 的 证 明 相 似 . 


2.3 内 6G- 代 数 的 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 


在 这 一 节 , 我 们 研究 内 C- 代数 的 不 动 点 子 代数 的 
中 心 化 子 代 数 的 块 ,我 们 主要 是 将 2. 2 节 中 的 重 数 为 1 
的 点 上 的 相伴 关系 应 用 到 内 G- 代数 的 不 动 点 子 代数 的 
中 心 化 子 代数 的 块 上 去 ,从 而 ,我 们 的 结论 推广 了 文献 
[9] 中 的 相应 结论 . 

一 般 地 ,对 于 C- 代数 4, 它 的 C 不 动 点 子 代 数 的 中 
心 化 子 代 数 CA 不 再 是 一 个 C- 代数 ,但 有 趣 的 是 ， 
对 于 一 个 内 G- 代数 (4,p), 它 的 6- 不 动 点 子 代 数 的 中 
心 化 子 代 数 C (AS) 仍 是 一 个 内 C- 代数 ,由 此 ,我 们 可 
以 分 析 这 个 新 的 内 6G- 子 代数 的 块 代数 .而 且 ,C,(A") 的 
G- 不 动 点 于 代数 ,C,(A") 的 中 心 ,以 及 4” 的 中 心 是 一 
致 的 , 即 

(C.(A°))° =Z(CG,(A°)) = Z(A°). 

结合 块 是 重 数 为 1 的 点 这 个 事实 ,上 面 的 重要 观察 使 得 
ERKI G- 代数 的 点 上 的 相伴 关系 可 以 合理 地 应 用 到 G- 
代数 的 G- 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 的 块 上 去 ,由 此 ,我 
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们 相应 地 得 到 了 G- 代数 的 G- 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 
的 块 上 的 相伴 关系 . 

对 于 内 C- 代数 (4,p) ,按照 2.2 节 的 结论 ,我 们 找 
到 了 内 G- 代数 C (A) 的 块 与 限制 后 的 内 H- 代数 
Res, A 的 下 不 动 点 子 代 数 的 中 心 化 子 代 数 C1(4”) 的 块 
之 间 的 相伴 关系 .对 于 内 -代数 (B,p) ,我 们 找到 了 内 
H- 代数 ChB”) 的 块 与 诱导 后 的 内 G- 代数 ndyB 的 G- 
不 动 点 于 代数 的 中 心 化 子 代数 

CndcB 人 IndnB) ") 

的 块 之 间 的 相伴 关系 .我 们 证 实 了 这 种 相伴 关系 与 块 的 
Brauer 对 应 和 内 G- 代数 的 块 的 张 量 积 相 容 , 而 且 ,我们 
还 用 这 种 相伴 关系 刻画 了 文献 [32] 中 的 扩张 Green 对 
应 (定理 2. 1.4). 

定理 2.1.5 的 证 明 :(1) 在 定理 2.1.1(1) 中 ,我 们 
设 f:A — Res} B 是 下 面 的 包含 映射 : 

Cresta ( (RessA)”) — Res,C,(A°). 

那么 容易 得 到 ass,(a) 是 唯一 的 , 本 结论 从 定理 
2. 1. 1(1) 的 结论 得 到 . 

(2) 由 引 理 2. 2. 2 ,我们 知道 

IndwCe(B ) = Crna( Try( BY) ) 2 Cnace((IndwB) )， 
这 里 我 们 把 B 等 同 为 i( Ind%B)i, 如 果 我 们 设 f:4 一 
Indre B E. 
Cata( (Indi B)°) — Ind, C,(B"). 
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那么 本 结论 由 定理 2.1. 1(2) 的 结论 得 到 . 

我 们 回顾 G- 代数 上 的 Brauer 第 一 主要 定理 (文献 
[48] ) , 它 事 实 上 也 是 Puig 对 应 (文献 [ 661). 

引 理 2.3.1 设 A 是 一 个 G- 代 数 ,P 是 6G 的 一 个 p- 
子 群 .那么 Brauer 同 态 Br; 限制 到 Ap 上 是 一 个 从 AS 到 
ACP) "的 满 同 态 , 而 且 这 个 满 同 态 诱导 了 A HAC 
P FREA PH SFA P) 0 £ N.( P) PERA PH 
点 之 间 的 一 一 对 应 ,同时 该 满 同 态 保持 相对 应 的 点 的 重 
数 . 

另 证 定理 2.1.5:(1) 由 引 理 2.3.1,Brs“ (a) 是 

[Ota ) ](P)” 
的 一 个 本 原 震 等 元 .因为 
Z( Cresa (ResyA)") ) = (Cresa ( (RespA)”) )". 
以 及 它 是 (C(4"))" 的 一 么 子 代 数 , 我 们 有 
Bro” (a) = y Broi (b,a) I 
k=1 
KE b.(k = 1,2, n) Ze 
Crests ( (ResyA)”) 
的 块 , 它 使 得 
Br" a) # 0. 
又 因为 
a e ZC,(AS) =Z(A%) CA", 
我 们 有 
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ba =ab,, 
那么 
Bro" (ba) (k= 1,2,---. n) 
是 两 两 正 交 的 寡 等 元 . 
因此 存在 


Cresta (ResyA)") 
的 唯一 的 块 b, , 它 也 被 表示 成 ass,(a ) ,使 得 
Bri (ass,(a@)a) = Bro" (a) #0. 
现在 ,因为 
ass,(a) ë L,(C,(AS)) 
和 b 
Cresa l (ResyA)") C C,(A"), 
我 们 知道 
ass,(a) E L,( Cresta ( Res‘ A Aa a 
由 此 ， 
Ps, DC ass, ( G ) ). 
(2) 由 引 理 2.2.2, 我 们 有 下 面 的 内 H- 代 数 同 构 : 
C (B°) = i(Ind,C,(B") )i, 
这 里 ， 
Ls Tl Wt 
由 此 同 构 , 作 为 一 个 内 H- 代数 ,C,(B”) 被 看 做 是 
IndsCs( B!) 的 一 个 子 代数 , 它 有 单位 元 i, JF AB, SI 
理 2.2. 2 中 的 另 一 个 所 代数 同 构 , 等 同 于 
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le OB Orle, 
可 以 被 看 做 是 
(IndzrC(B ))” 
的 一 个 本 原 才 等 元 . 
HME, XI FEE Q <P Ht e (IndyC (BE )) , ER 
们 有 
iTr,(t)i =Tro(iti) , 
因此 
CB") 0) Et d CB )= 7,1 CB Y). 
由 此 ,我 们 得 到 BB 是 一 个 属于 
(Tad: G CB") y 
HJ AE TA BJ 2 HEA PRERE F, ABZ H S| BE 2. 3.1, 
Brp “nee (B) 
是 
[ IndyC,( B°) ] (P)” 
TERR FJL. 
it B =Trp(j) ;这 里 
je (CX B"))’. 
由 Mackey 分 解 公 式 ,有 
TAB) = Tp) = 之 Triennen, 
并 且 因为 I 
C,(B") wa ;(IndsG,(B*)y¿ C Ind¥,C,( B") , 
我 们 知道 
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Br atge pl B") (B) = _ Bridal BH) ( Tr# (j) ) 
P 
D = Brit ‘Cpl B") ( Trt (j) ) 
= Bry? (Tri(B) ) 


-> Br! Ind‘ HCa(B ( o Tré(B) ) 
= 2, Br ale YT eB) ) 
= 2 


Br a „Cpl PAg eB), 


这 里 ， 
@(l= 1,2,.,7m) | 
是 
Cinaeg( (Ind; B) °) 
的 块 ,使 得 
Britta ® (6 B) #0. 
由 引 理 2.2.2 易 知 
Ind;C,( B”) = Cnace(Trw(B )) 2 Craca( (IndyB)®), 
那么 


lp( Cuacg( (Ind, B)”) ) € Ip(Ind;C,( B") ). 
结合 以 上 推断 过 程 ,容易 知道 命题 得 证 . 
定理 2. 1.6 的 证 明 : (1) 在 定理 2.1.3(1) 的 情形 
下 ,我 们 设 (C(4")pi) 是 (4 ,pi) 的 C- 不 动 点 子 代 数 的 
中 心 化 子 . 
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(2) 在 定理 2.1.3(2) 的 情形 下 ,如果 设 (Cs(B”)， 
Pr) Æ(B pp) 的 -不 动 点 子 代数 的 中 心 化 子 ,那么 容 
易 得 知 (2) 成 立 . 
男 证 定理 2.1.6:(1) 在 (1) 的 情形 下 ,我 们 有 
p,(e)a=a 


px(f) assy (0) = Prats (f) assy( e) = assy( e), 
MBA 
Bro"? (p,(f) ass, (a@)a@) 
= Bro” (ass,(a@)a) 


= Bro" (p leja), 


因此 ， 
Bro" (ə ge) Y #0. 
因为 
p (1,⁄46G)) E 1,(CG,(A°)), 
我 们 得 到 


Br (fe) # O, 
容易 知道 ,e PI fÆ Brauer 对 应 下 的 块 . 
(2) 在 (2) 的 情形 下 ,我 们 有 
Pinace(e)assc(B) = assc(B)， 
并 且 
ps(f)B = f P =P. 
因为 
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Pinata) (lc WB Orule) 
= (2 0 Carlt D T (1.6. B Dale) 
=f QB Orule 
= le Qaf ` B Orule 
= le Qab Orule 
由 引 理 2. 2. 2 ,得 到 
Pinata PB +p. 
那么 
BrpduCca(5 1) (paacs(e)assctB)B) 
= Bride #(ass,(8)B) 
= Britto 8") ( g ) 
= Bre (pis (/)8) 
Z 0, 
因此 
Brinca PC Praca fe) TI 
又 因为 
Cina ( Ind’B)°) © Indr G; (B), 
我 们 有 
P inion I,(@G)) © 1,(Ind7C,(B") ), 
Br,’ (fe) # 0. 本 证 明 完 成 . 
定理 2.1.4 的 证 明 :(1) 因为 B 是 4 的 扩张 Green 对 
应 ,那么 作为 内 H- 代数 我 们 设 B = ihi, 这 里 i 是 
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(Resz4) ”的 某 个 本 原 寡 等 元 , 它 使 得 Brs(i) # O. 
由 此 存在 4A” 的 唯一 的 块 a, 它 也 是 C,(4") 的 块 , 并 


Bri(a) #0 


la = QL = L. 
首先 ,容易 得 到 B 是 内 H- 代数 ada 的 散人 局 部 内 
H- 代数 ;其 次 ， 
P <=, D(ass,(1,) )- 
最 后 ,因为 
& e (C. ta 3p" £ (lAa), 
那么 
Bre (a + 1,y= Br (a) # 0. 
由 此 ,a 就 是 ass,( Lads 
(2) 与 (1) 的 证 明 类 似 . 

我 们 回顾 C- 代数 的 (外 ) 张 量 积 的 概念 :(4,,p;) AE 
一 个 C- 代 数 ,=1,2, 那 么 4 和 4, 在 上 的 张 量 代数 
A, Wad, 

还 是 一 个 所 代数 , 它 按 下 面 的 方式 得 到 一 个 G, x G,- fE 
H: 
ii q. @ a, = Stay, Ga, ， 
(gg) € G XG,,a, €A,, 


a, € Á. 
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Joi G xë - (EFA, 
A, WA, 

作成 一 个 G, x G- 代数 ,在 本 书 中 , 称 它 为 6- 代数 的 
(外 ) 张 量 积 . 

为 了 下 面 的 结论 的 需要 ,我 们 将 文献 | 21](Lemma 
10. 37) 和 文献 | 56 | (lemma 2. 4. 1) 分 别 推广 到 有 限 秩 
A h e REA ARRIE F ,也 就 是 说 ,得 到 了 下 面 的 
引 理 2. 3. 2 和 推论 2. 3. 3. 

引 理 2.3.2 A, 2—-*CRK, FEM, 和 Ni 都 
天 4= 梅 ET,2 AA; 

Hom, œ, (M, @ M, ,N, @ N, ) 
= Hom, (M,,N,) © Hom, (M, ,N,) , 

特别 地 ,对 于 G.- 代 数 A,,i=1,2, 作 为 4, @ A, HM 

子 代数 ,我 们 有 
(A, @ A,)°" = AT: @ A. 

证 明 : 从 下 面 的 两 个 论断 中 我 们 知道 引 理 2. 3. 2 成 

立 , 另 外 ,我 们 注意 到 ,对 于 Ci- 代数 4,(i = 1,2), 
A Hom, ( ,A,). 
论断 1 Hom,(M, @ M,,N, @ N,) 
= Hom,(M,,N,) © Hom,(M,,N,). 

首先 ,论断 1 的 右边 集合 中 的 每 个 元 素 可 以 以 一 种 
自然 的 方式 被 看 做 是 左边 集合 中 的 一 个 元 素 , 由 此 , 论 
Wt 1 是 有 意义 的 .而 且 , 作 为 全 模 , 我 们 有 
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Hom,( M, ,N,) @ Hom,( M, ,N,; ) 
2 (M, ON) @ (M; ON,) 
= (M; @ M; ) @ (N, @N,) 
2 (M, @ M,) ` @ (N, @ N,) 
2 Hom,( M, @ M,,N, @ N,). 
由 文献 [21](Proposition 10.30) #l F may A- E 
EAA Bi eK FT] FJ SX 
HomM, @ M,,©) = Hom,(M,,Hom,(M, ,@) ) 
“<M; © M;. 
这 里 
M. :=Hom,(M,,C) 
是 M, 的 对 偶 模 (i = 1,2) ,论断 1 成 立 . 
论断 2 Hom, ç,,( M, @ M,,N, @ N,) 
C Hom, (M,,N,) @ Hom, (M,,N,). 
Bt 属于 论断 2 的 左边 项 ,那么 由 论断 1 , 它 能 够 被 
表达 为 


t= S u su, 
n 是 某 个 目 然 数 ,这 里 
u. e Hom,(M,,N,) 
和 
v, e Hom/(M,,N,) 
使 得 
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iv, i = 1,2, ,ni 
是 Hom (M, ,N,) 在 到 上 的 一 组 基 . 
对 于 每 个 a e A, RMA 
(a@ 1): =t(a @ 1), 
那么 


n 
= (au; = ua) @ s, = 0, 
i=l 


由 此 ,对 于 每 个 i 和 所 有 的 a e A, au, = ua. FR ay E 
新 写 上 为 


t= >. À; Q, 
j=l 
对 于 某 个 自然 数 m, X 
A, e Hom, (M,,N,) 
和 
a; e Hom,(M,,N,) 


A. J = 1,22, m] 
是 Hom, (M,,N,) 在 LS 上 的 一 组 基 . 与 以 上 类 似 的 推断 
表明 每 个 je Hom, (M,,N,) ,由 此 
t e Hom, (M,,N,) @ Hom, (M,,N,). 

论断 2 得 证 . 

推论 2.3.3 设 A, 是 一 个 G- 代 数 ,i=1,2. 那 么 . 

Cy @a,( (A, @ A,)%%”%) = CA) @ G, ( A"). 
特别 地 ， 
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Z(A, @ À,) =Z(A,) @ Z(4,). 
证 明 :由 引 理 2. 3. 2 以 及 与 引 理 2. 3. 2 的 论断 2 的 
证 明 类 似 的 推 烛 ,我 们 知道 推论 2. 3. 3 成 立 . 
5|FE2.3.4 iA, ÆA G- N, P, ÆG t p-f 
群 ,i = 1,2. 那 么 作为 -代数 ,我 们 有 
(A, @ A.) (P, x P.) SACP) Ah,(P,). 
证 明 : 我 们 用 下 面 的 三 个 论断 来 完成 本 结论 证 明 : 
论断 1 Wt G, 的 子 群 HH 和 0G, 的 子 群 及: 
(A, MA) ian = (An O (A, yes 
论断 1 由 引 理 2. 3. 2 得 到 . 
论断 2 lp xp, (A. © Az) = Lp ( A.) @ Ay: + A,' @ 
Ip( Ay). 
由 引 理 2. 3. 2 ,论断 1 和 文献 L4](Lemma 2.4) 以 及 
与 文献 [4]( Proposition 2.5) 类 似 的 推断 ,我 们 得 到 
2 4,@4,)0% 
Qi <P,.0; < P, 


= D UDIO A O E A: 
Ü, <P, 


Q <P, 
那么 再 注意 到 引 理 2. 3.2 ,论断 2 成 立 . 
论断 3 作为 上 代数 . 
(CABEZA @ AZ? + Ay! @ Ip,(A2) ) 
= (Aj'/1,(A,) a AB k (A), 
a, @a, + (Ip (A) QA? + A1' ® 1»( A,)) 
(a, + I, (A,)) Bm + inlA). 
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对 所 有 的 a e Aj! Fea, e A, H(A @A,) (P, x P,) 
“A (P) @A,(P,). 

论断 3 容易 从 文献 [ 29](Proposition 2. 1) 和 论断 2 
得 到 ,由 此 我 们 证 明了 引 理 2. 3. 4. 

我 们 注 明 ,由 引 理 2. 3.4, 对 于 任意 的 a, e AP Alla, 
e AS ,我 们 总 是 将 


Bes a, &) a, ) 


Brp't a,) & Br 人 a, ) . 
我 们 在 第 5 草 将 这 个 结论 推广 到 广义 Brauer 构造 
的 情形 . . 
引 理 2.3.5 34 H, Z G, 的 子 群 并 且 B, 是 一 个 内 
H- RE, i=l ARAFA G x GRE, 
Ind B, C0 Indz: B, 将 indy ost B. & B; ) 
证 明 : 本 绪论 容 多 从 下 面 的 同 构 映 射 得 到 : 
(z, nb ©, 1) @ (z; Grn, ba Gng 2) 
U 8. Ey) Oina b, X b,) Cama (g u aba 
g e € G/H,.g,,.g', e G/H,,b, e B ,b, € B,. 
定理 2.1.7 的 证 明 : 首先 , 由 引 理 2.3.2, 文献 
[29 ] (Corollary 3.3) 和 推论 2.3.3, 我 们 知道 a, @ a, 


Tyi (A, A, yr") 
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的 块 ,以 及 B, @ p, 是 
Cronk (3, @8,)°"™) 
的 块 . 
(1) HEH 2. 1.5, 


C kesi ET CC Resa A, @ A; ) yunan) 


H a 


的 唯一 的 块 
ASS yy, GO a), 
即 
C ( (Ay) @ G (C (Ay) 
的 块 


ASS yx, G, &)a,), 
使 得 


Cig ri, U (AG945 y fra 
Br, xP; ' ( (a, @ a) ` ass, xy, (Qi CO e, ) ) 


> 0. 

此 外 ,我 们 知道 ,对 于 每 个 i= 1,2, 存 在 
Cresticap ( Resg(A,) ) 

的 唯一 的 块 assy (a;) ,使 得 
Broa’ V f(a, ° -ass,(a;)) # 0. 
那么 ,由 引 理 2. 3.4 和 推论 2. 3. 3 ,我 们 有 
Brp" i: ` assy (ai) ) @,Brp "Ca, 

= Br MP" (a, @ e.) ` 
ww co assy,(a@,) ) ) 


` ass, (a@,) ) 
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#0, 
由 此 ,(1) 从 
aSSy xj (CGI Co a) 
的 唯一 性 和 文献 [ 29] (Corollary 3.3) 得 到 ， 
(2) 由 定理 2. 1. 5 ,存在 
Cnag Bi@83) ( ( Indya B, @ B,))°"™) 
的 唯一 的 块 
ass; xc, (Bi OB). 
由 引 理 2.3. 5 和 推论 2.3.3, Ete 
Can ( Indy B.) ' @ Crt: Indi: B.) 
的 块 .使 得 
Be meg neni MO ass. xc (8, © Bs) - (8, @B2)) 
| > 0. 
此 外 ,我 们 知道 ,对 于 每 个 i= 1,2, 存 在 
Crain ( (Indz B,) ) 
的 唯一 的 块 ass (8 ) .使 得 
Bren By (ass, (B,)B,) # O. 
那么 由 引 理 2. 3. 4 推论 2.3.3 和 引 理 2.3.5 我 们 得 到 


lade I Cy op (B®@B) MN:) 
Br a e ( (ass, (Bl) G ass, (Ba) j 


(B, @B.)) #0. 
本 证 明 完 成 
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3.1 人 研究 背景 介绍 


JA mi A Brauer 对 应 是 刻画 群 的 块 和 它 的 子 群 的 
块 之 间 的 关系 的 有 力 工具 ,许多 作者 研究 过 群 和 它 的 子 
群 的 块 之 间 的 关系 (文献 L7] [59] [24] [30] 、[43]、 
L SF 2 

在 文献 [7」 中 ,作者 将 块 代数 看 做 是 对 应 的 群 代数 
上 的 双边 模 , 并 给 出 块 窗 关 和 Brauer 对 应 在 模 论 形式 下 
的 定义 : 

定义 3.1.1(1) Z H< G,b( = CHe,) 是 群 厅 的 一 个 
块 代数 ,如 果 存 在 群 G 的 唯一 的 块 代数 B( = CG es ) ,使 
fF bl Resp%B, 那 么 我 们 称 块 e，, 是 块 e 的 Brauer 对 应 . 

(2) RHA S<G,b( =He,) 是 群 且 的 一 个 块 代数 ,如 
果 存 在 群 G 的 块 代数 B( = CGC e,) 使 得 b| Ress*6B, 那 么 
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我 们 称 块 e, RAH e. 

由 此 得 知 , 群 和 它 的 正规 子 群 的 块 代数 的 覆盖 关系 
比 块 代数 的 Brauer 对 应 关系 稍 弱 .应 用 这 两 个 定义 , 作 
者 得 到 了 Brauer 对 应 和 块 履 盖 的 一 些 性 质 , 事 实 上 ,在 
C.(D(e,)) < HTO F, Ee Brauer 对 应 的 定义 与 我 们 
在 第 2 章 给 出 的 Brauer 对 应 的 定义 是 一 致 的 ,并 且 在 
厅 c,G= 大 情况 下 ,上 面 的 块 覆 善 的 定义 和 块 禾 盏 的 下 
述 定 义 是 一 致 的 ,它们 都 等 价 于 epe, A 0. 

定义 3.1.2 jH<G,B(=kGe,) F b( = kGe,) > 
别 是 C 和 万 的 块 代 数 ,我 们 称 块 e, 履 盖 块 e ,如 果 存 在 
属于 B 的 不 可 分 解 模 U 使 得 Res; U 有 一 个 直 因 子 属于 
bv 文献 [5]、[20]). 

在 文献 [20] 中 ,Collins 用 上 述 块 覆盖 的 定义 讨论 
了 块 覆盖 一 些 性 质 , 并 得 到 了 Brauer 第 三 主要 定理 的 简 
化 证 明 . 

在 文献 [24] 中 , 继续 将 块 看 成 是 所 在 的 群 代 数 上 
的 双边 模 ,Fan 统一 和 推广 了 许多 关于 块 履 冀 和 模 窗 冀 
的 结论 . 

文献 [57] 在 文献 [25] 的 基础 上 进一步 讨论 了 
Brauer 对 应 ,得 到 了 下 面 的 刻画 : 

如 果 块 代数 b(=kGe,) Æ FG VEA k( H x H)- 48% 
分 解 中 的 重 数 是 1 ,那么 块 e, 的 Brauer 对 应 块 存在 . 

在 文献 [30] 中 作者 得 到 了 下 面 的 结论 : 
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3.1 研究 背景 介绍 


i N<4G,H=N,(D) ,b( =kNe,) 是 群 六 的 一 个 亏 群 
AD WRK b ( = kNe, ) ERRA b ÆR H D N 中 的 
Brauer 对 应 下 的 块 代 数 .那么 从 群 厅 的 块 到 群 6 的 块 之 
间 的 Brauer xj J z£ PF HW Ai Š eb, thp G HI HS e, 
的 块 之 间 的 一 一 对 应 ,并且 该 对 应 保持 相对 应 的 块 的 亏 
BF 

在 文献 [6] 中 ,Alperin 给 出 了 上 面 的 结论 的 模 论 形 
式 及 其 证 明 ; 

 HAG,K=N,(D),L=N,(D) ,并 设 e HH H— 
NFRA D 的 块 ,e 是 它 在 KK 中 的 Brauer 对 应 下 的 块 . 
那么 存在 一 个 G 的 覆盖 e, 的 块 和 了 的 履 盖 的 ej 块 之 间 
的 一 一 对 应 . 

AIN ,Murai 在 文献 [53] 中 给 出 了 该 结论 的 另 一 个 
模 论证 明 . | 

在 文献 [6] 中 ,Alperin 给 出 了 下 面 的 模 履 盖 的 定 
X: 

设 刀 SC,Y 是 一 个 4C- 模 并 且 愉 是 一 个 1 而 - 模 , 如 果 
U1 Res 并 且 Vix( U) =.Vix( V) N HARA RIA VE 
x. U. 

MHE Iñ BJ 8 8 m BJ RE SL, EAP EE SC AK [ 30 | 
中 的 结论 ,他 得 到 了 下 面 的 模 论 形式 的 结论 : 

设 0Q 是 群 G 的 一 个 p- 子 群 ,0 < H<IG,K=N,(0Q)， 
L=N.(Q) ,又 设 V 是 顶 为 0 的 不 可 分 解 kH- 模 并 且 不 可 
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分 解 kK- RW EW Green 对 应 .那么 存在 一 个 覆盖 下 
的 不 可 分 解 hG- 模 的 同 构 类 和 鹤 盖 邢 的 不 可 分 解 有 LL- 模 
的 同 构 类 之 间 的 一 一 对 应 . 

本 章 在 上 述 人 研究 的 基础 上 ,综合 块 窗 产 和 模 覆 盖 的 
概念 ,提出 局 部 G- 代数 覆盖 的 概念 .我 们 首先 检验 了 局 
部 G- 代数 覆盖 的 概念 ,然后 借用 扩张 Green 对 应 ,将 上 
述 块 覆盖 (文献 [30 1] ) 和 模 履 产 ( 文献 [6]) 的 结论 推广 
到 局 部 内 C- 代数 上 去 . 


3.2 局 部 内 G- 代数 覆盖 的 定义 


定义 3.2.1 ZHAG, A 是 一 个 局 部 内 C- 代数 ,C 
是 一 个 局 部 内 H- 代数 .我 们 称 局 部 内 G- 代数 A 覆盖 局 
A H- 代数 C, 如 果 C HA MRARA H- 代数 并 且 

D(C) =,H N D(A). 

注 3.2.2 HIG, ARES 3.3 PAY S| BB 3. 3.1, 
在 G- tt 3 F, 因为 内 H- TR RAYE faj ik A TR 27 
Resi (A) FEET H N D(A) 中 的 亏 群 ,由 此 定义 
3.2.1 是 有 意义 的 .并 且 第 3.3 节 中 的 主要 结论 说 明 ,局 
部 内 G- 代数 上 的 覆盖 关系 是 的 解 存 在 的 ,容易 观察 到 ， 
是 正规 子 群 时 的 扩张 Green 对 应 是 一 种 特殊 的 局 部 内 
G- 代数 上 的 覆盖 关系 ,事实 上 , 由 Higman 引 理 (文献 
[56 |Theorem 4. 2.2) ,局 部 内 G- (RA EA EKA 
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3.2 MBA G- RAM # bh EX 


含 了 第 3. 1 Tp Pay eee mi BJ 6 JE. 

另外 ,从 群 论 的 角度 看 ,上 述 定 义 即 是 推广 了 事实 : 
MAE HIG, IRA G 的 Sylow p- 子 群 与 及 的 交 作 成 五 的 
Sylow p- 子 和 群 . 

参见 文献 [56](Theorem 5. 10. 12) 我 们 得 到 下 面 
的 关于 Brauer 对 应 的 结论 : 

引 理 3.2.3 i&B(=CGe,) #eb(=/He,) 分 别 是 群 
G 和 群 昌 的 块 ( 代 数 ),C,(D(b)) < HARA 

(1)5 在 RespxpB 的 不 可 分 分 解 中 出 现 的 重 数 是 1; 

(2) wR bl Resi% 有 ,那么 e Æ e, 的 Brauer 对 应 
块 . 

性 质 3.2.4 设 (A,p1) 是 一 个 属于 6G 的 块 B( = 
Cep) EIRA G-A, (C, pe) £ — 4 BF H 65 3k b( = 
Ce) 的 局 部 内 厅 代数 ,这 里 H < G. 

(1) WRC,(D(e,)) <¿ H HB C ZX À 05 — 39% > 
内 H- 代数 ,那么 在 定义 3.1.1(2) 的 意义 下 ,B # š b. 

(2) eR = k,.H<4G +R A # š C, R Z &£ Z 3 
3. 1.26 & 3 F BES b. 

证 明 : 在 内 H- 代数 同 构 意义 下 , 设 (C,p) = (Ai, 
Pai) XH palh) =p,(h)i i Æ A! 的 本 原 寡 等 元 . 

因为 4 属于 6 的 块 B,C RF OW WOR b, RIA 

Paler) = lyspa(es) =pu(e,) = š, 
这 里 ,es Me, 分 别 是 p 和 4 的 单位 元 ,那么 
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p,(epe,) =1,e,e, # O. 
如 果 
C.(D(b)) <. H, 
因为 eye, ~ 0, H51 3. 2.3,b 仅仅 是 Resi B 的 直 因 
子 , 即 在 定义 3. 1. 1(2) 的 意义 下 ,B 覆盖 b. 

WMR HIG, AA epe, 关 0, 显 然 ,在 定义 3.1.2 的 意 
SCE e, iii e,. 

注 3.2.5 在 性 质 3.2.4 中 , 设 4 和 C 分 别 是 BB 和 
b, HRA RR EER RO F. 在 共同 的 情形 下 , 定义 
3.2.1 558 TE X 3. 1.102) 或 定义 3.1.2. 

性 质 3.2.6 设 4 是 局 部 内 C- 代 数 ,C 是 局 部 内 万 
R, E HIG. wR ARAC, AMA ARS CAA G- 
mA H- RZEC. 

WERA: A H- 代数 同 构 的 意义 下 , 设 C = Ai. XE i 
是 4 ”的 亏 群 为 也 的 本 原 才 等 元 ,这 里 ;的 亏 群 是 指 它 所 
在 的 点 的 亏 群 ,由 此 , 气 也 是 4 =A 的 亏 群 为 :D 的 本 
ae Sc ,对 于 任意 的 g e G. ASABE (“i )A( i) 
和 C 的 G- FEAE H- 代数 sC 之 间 的 典型 的 内 H- 代数 同 
构 ,以 及 

D(A) NH =. DEC), 
由 此 4 Rm C 的 每 个 G- AE“ C. 
”推论 3.2.7 j B Z G t bk b Z H HR, 这 里 
HAG MALELZ.21H ELT wR B # Š b, MAB 
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恰好 履 盖 也 的 全 部 G- HH. 

证 明 :容易 由 注 3. 2.5 和 性 质 3. 2. 6 得 到 . 

上 上述 推论 3.2.7 推广 了 文献 [48](Lemma 
2. 1(1) J, 


33 本章 的 主要 结论 及 其 证 明 


本 章 的 主要 结论 是 定理 3. 3. 3 .定理 3. 3.4 和 定理 
3. 3. 6, EIE 3. 3. 3 和 定理 3.3.4 说 明 我 们 提出 的 局 部 内 
G- 代数 上 的 覆盖 关系 是 客观 存在 的 ,定理 3.3.6 推 广 了 
3. 1 WP PRE ae ASR AY Ze Bll ABA G- 代数 
上 去 ,从 而 提供 了 与 扩张 Green 对 应 的 一 种 相 容 性 . 
引 理 3.3.1 设 A 是 一 个 局 部 内 G- 代 数 ,H < G. 
(1) WR BLA MRA ABA H- 代数 ,那么 
D(B) < D(A). | 
(2) wR B Z ASA H- RAK 1814F A Æ Indy B 65 HK 
入 内 G- 代数 ,那么 
D(A) <,D(B). 
(3) 如 果 D(4) 过 ,万 ,那么 存在 4 的 某 个 误 入 局 部 
内 H- 代数 BB 使 得 4 是 Ind° B 的 嵌入 内 G- 代数 . 
证 明 : 参 见 文 献 132 | (Theorem 3.2,Corollary 3.9) 
和 文献 | 61 | (Lemma 3. 8). 
引 理 3.3.2 设 4 是 一 个 下 投射 的 局 部 内 C- 代数 . 
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wR HIG, ARA A RARR A H- RAZAR G- HH 
的 ,并 且 在 G- 38305 ELE , CMA TH D(A). 
WERA : AA A Æ H- PAY A 是 某 个 局 部 内 FH- 代数 
C 的 诱导 内 G- 代 数 IndyC Wik AW G- (CRC, X E hl 
5: 4 L. 
D(C) =, D(A), 
由 此 ,4 AY fit Am eA H- 代数 也 是 IndyC 的 能 人 内 
H- 代数 . 
H HIG 以 及 引 理 2.2.2, 我 们 得 到 下 面 的 内 太 代 
数 同 构 : 
‘Cg CnC re ge 
对 于 任意 的 g JRF HE G 中 的 某 个 陪 集 7T, 这 里 
g aC Big” 
通过 限制 Ind C 的 结构 同 态 到 LH, 被 看 做 是 Indic 的 
安子 代数 
那么 ,容易 得 知 ， 
lice = Le Ole Omg” ’ 
以 及 
& Gule Qg 
是 局 部 内 H- 代数 
g uC ng 
的 单位 元 ,因此 是 (IndyC) ”的 本 原 寡 等 元 ,对 于 任意 的 
g e 了 ,由 文献 [| 66](Proposition 4. 12). 
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由 此 ， 
lg 四 1@g ,ge 了 7 
是 lcc 的 一 个 本 原 正 交 分 解 ,我 们 知道 ,在 内 H- 代数 
同 构 的 意义 下 ， 
IsC,g E T} 
fe Indy C 的 全 部 的 能 入 局 部 内 下 代数 ,因此 4 BJ Ex A Ja) 
部 内 H- 代数 是 相互 G- Hei AY. AHE SE ok. 
定理 3.3.3 设 4 是 局 部 内 GC KR, FAC HAN 
KAAS A H- KA, kB 
D(A) = K = H < C, 
AA K <Ç. ABA 
D(A) =, D(C), 
特别 地 ,如 果 . 
D(A) < HAIG, 
那么 A 履 盖 它 的 每 个 详 入 局 部 内 H- 代数， 
证 明 : 首 先 ,由 引 理 3. 3. 1 ,我 们 有 
D(C) =. D(A) = K 
ALA KIG, H513. 3.2, RTE C' 是 C BJ A Jal 
部 内 K- 代数 , 它 也 是 4 ERAT K- 代数 ,并 且 
DiC’) =, Dt A). 
再 由 引 理 3. 3. 1, 因 为 K<H, 我 们 有 
D(C’) =, D(C), 
因此 
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D(A) =, D(C). 
HEB SE bX. | 
定理 3.3.4 j C Z — A 35 EE D HABA H- AX, 
数 , 这 里 万 是 C 的 正规 子 群 ,如 果 HIG, PAD 也 是 
Ind) C 的 每 个 说 入 局 部 内 C- 代数 4 的 亏 群 ,由 此 4 履 盖 
£ 
WEAR AN HIG 以 及 由 引 理 2.2. 2 ,我 们 有 下 面 的 
内 H- 代数 同 构 : 
“C ° g Oml Om ,， 
对 于 任意 的 g aT HE G 中 的 某 个 陪 集 代 表 系 了 ,这 里 
g riC Og ° | 
通过 限制 Ind’ C 的 结构 同 态 到 CH, 被 看 做 是 Ind5C 的 
C- FARKL 
那么 容易 得 到 
l inac = Le ral ng ， 
e ale Dar 
是 局 部 内 H- 代数 
g Oul Qag 
的 单位 元 ,并且 是 (IndyC)” 的 本 原 寡 等 元 ,对 于 任意 的 
ger. 
AA DÆ CGE, i 1, = Trp(e) ,那么 


= H D 
l ioco gi Trp( lace ) C € C ` 
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因此 
loco = Tr (AC @cG@1))=Try(g @ c @ z '. 
现在 ,容易 由 Mackey 分 解 公式 知道 
liate = Le@le @g! =Tr5(1@c@1). 


既然 4 是 Ind C 的 众人 局 部 内 CC- 代数 ,在 内 C- 代 数 
同 构 的 意义 下 ,我 们 设 
A =i(Ind,C)i, 
这 里 是 (IndrC)” 的 一 个 本 原 短 等 元 , 由 文献 
' 66 | (Theorem 4. 1) ,在 (IndyC) ”的 某 个 可 逆 元 素 的 共 
WELF, TFE Ag e 7, 它 有 下 面 的 有 限 本 原 正 交 
分 解 : 
i=g@ le Oe + 
因为 
i =T ® ce © 1)i), 
我 们 得 到 4 是 D- 投射 的 ,另外 ， 
ge@C@g"' 
是 Res A W— RK A CH- 代数 ,由 此 DD 是 4 的 亏 群 , 同 
时 ,4 mi C H Wa B i C. 

下 面 的 引 理 3. 3. 5 p E # 2 BJ Burry-Carlson-Puig 
定理 ( 文献 | 66 |Theorem 20.4) ,为 了 我 们 这 里 的 使 用 ， 
通过 模仿 文献 [19] 中 的 方法 , 现 给 出 该 定理 的 内 G- (Ç 
BURA. 
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引 理 3.3.5 设 刀 是 有 限 群 6 的 一 个 太子 群 , 厅 是 
G 的 一 个 子 群 ,使 得 N,(D) < H.R À 2 — A B) BABA G- 
代数 并 且 内 月 -代数 Ress(4) 有 一 个 亏 群 为 DD 的 嵌入 局 
部 内 日- 代数 C, 那 么 DD 是 4 的 亏 群 并 且 4A 恰 是 C 的 扩张 
Green 对 应 . 

证 明 : 设 T= 1D'N Hl (e H ,I= 245; 显 然 , 了 中 


)e T 
的 每 个 群 都 是 D 的 真子 群 ,由 此 ;由 Mackey 分 解 公式 
下 面 的 映射 是 代数 满 同 态 : 
fiA? — (A5 + D Z1,Trr(a) — Trfi(a) +1. 
在 内 H- 代数 同 构 的 意义 下 ,我 们 设 C = iA, X Hl i 
是 A" 的 本 原 蝴 等 元 ,使 得 ; E 7, 但 是 i e Cs, 由 此 i e 
Al, IBAFETERE a e 47 ,使 得 


f(a) Hird 
因为 4 是 一 个 局 部 环 ,我 们 知道 
a + Ker( f) 


Fee — “PAE FE Soc HEE A 7Ker( f) 中 可 逆 的 ,因此 
TE AS 中心 是 可 逆 的 ,并 且 我 们 有 
A = 8° + a = A5. 

那么 1， e Ap, AX D E A BJ THF. AT HH XCRER[ 32], 4 E: 
C 的 扩张 Green 对 应 . 

在 下 面 的 定理 3.3.6 rh. E D 2 H A p- + 
群 ,这 里 月 <G, 设 K=N,(D) 并 且 了 = Ne(D). 设 定 亏 群 
为 万 的 一 个 局 部 内 末代 数 4, 以 及 它 的 扩张 Green 对 应 
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C,C 是 一 个 亏 群 为 万 的 局 部 内 开 - 代数 . 

定理 3.3.6 扩张 Green 对 应 提供 了 一 个 履 盖 4 的 
局 部 内 G- 代 数 同 构 类 和 覆盖 C 的 局 部 内 L- 代 数 同 构 类 
之 间 的 一 一 对 没 : 

证 明 :现在 ,用 扩张 Green 对 应 的 方法 ,我们 给 出 一 
Tq Am w C 的 局 部 内 L- 代数 到 茶 个 覆盖 4 的 局 部 内 G- 
代数 之 间 的 一 一 对 应 . 

it M 是 亏 群 为 P 的 覆盖 C 的 局 部 内 LL- 人 代数, 使 得 P 
N K = DD. 容 易 知道 

PAH=D, N.P) < L 

以 及 C 是 Resi M WKAR K- 代数 . 

W yp G- IREEN EM DSK Green 对 应 ,那么 C 
是 ReskN MWA K- 代数 , 故 由 引 理 3.3.5.N f w A. 

由 上 述 构造 方法 ,我 们 得 到 M 的 一 个 对 应 N. 因为 
N fii mt A. Hi N 在 内 G- 代数 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 
下 面 ,我 们 证 明 这 个 对 应 在 相对 应 的 同 构 类 的 意义 下 是 
一 一 对 应 的 . 

设 N 是 一 个 柳 善 4 的 局 部 内 G- 代数 ,已 是 N 的 元 
和 群 , 它 使 得 

P AHED, 
那么 
N.( P) < L. 

由 扩张 Green 对 应 ff fE L- (CRC M AIAN HL- 4R% W fs 


73 


第 3 章 HMAC fe 8 EI W $ x £ 


得 1N, 玉 ,M1 中 的 任何 两 个 在 扩张 Green 对 应 意义 下 是 
对 应 的 . 
KA A ERN A mK RAMH K Green 对 应 ,H<G 
以 及 4 是 
ResyIndy W 
的 租 入 内 H- 代数 ,存在 某 个 本 原 短 等 元 i e W" ,使 得 作 
为 内 H- 代数 ， 
A < g Qumi Wi ©-me , 
这 里 g e C/H, FERIE g =1, WR g e HL. 由 此 
D =, D(A) 
=y D( g @ i rng ñ ) 
<„gPg' NH x 
=gQg ， 
由 于 g © HL,g = 1. 我 们 得 到 4 是 Res 多 的 符 入 代数 . 
因为 
HL/L = HZH N L = H/K, 
由 引 理 2. 2. 2 ,我 们 有 下 面 的 E 代数 同 构 : 
Resp Ind M ° Ind* Rest M, 
并 且 容 易 得 知 该 同 构 是 内 H- 代数 同 构 .那么 显然 ,4 是 
Indx Res, M 
Hit APY H- 代数 
ALA PO K=DAlD<L,fffE Res M WE Mik A J) 
部 K- 代数 C ,并且 
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3.3 本章 的 主要 结论 及 其 证 明 


pD(C'y= D. 
同时 使 得 4 是 IndxC' 的 能 入 内 下 代数 ,由 引 理 3.3. 1 和 
文献 [ 32] (Lemma 3. 13) ,由 此 由 扩张 Green 对 应 ,作为 
内 K- 代数,C = C' Bl M fat C. 证 明 完 成 . 
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a4 G- 代数 的 三 义 脱 胀 


4.1 研究 背景 


脱 胀 方法 是 一 个 自然 的 方法 , 它 被 用 来 分 析 群 代数 
上 的 模 和 它 的 因子 群 所 对 应 的 群 代数 上 的 模 之 间 的 关 
系 ,许多 作者 研究 过 模 和 代数 上 的 膨胀 方法 (文献 
[39] .[48] 1 401 1471). 

比如 ,文献 [39] 给 出 了 膨胀 模 是 投射 模 的 判断 条 
fE: 
设 N<4G,V AES F( G/N)- 模 .那么 下 面 的 结论 是 
等 价 的 : 

(1)inf( V) 有 是 投射 FG- 模 ; 

(2) 域 下 的 特征 不 整除 群 N AEL V 
F(G/N)- 3. 

Ikeda 在 文献 [40] 中 给 出 了 脱 胀 C- 代数 的 亏 群 的 
刻画 | : 
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设 4 是 一 个 局 部 内 G/N- RŽ, D < G,D/N RA% 
亏 群 ,那么 D 的 Sylow p- 子 群 是 inf(4) 的 亏 群 (文献 
[48].[40]). 

Karpilovsky -在 文献 [48 ] 中 将 上 面 的 结论 推广 为 : 

设 六 是 有 限 群 6 的 一 个 正规 子 群 ,4 是 一 个 内 G/N- 
代数 ,e 是 A” 的 一 个 本 原 吉 等 元 .如 果 D/N 是 e 所 在 的 
点 在 G/N 中 的 亏 群 ,那么 D 的 Sylow p- TEA e 作为 
inf(4) 的 一 个 本 原 帘 等 元 所 在 的 点 在 G 中 的 亏 群 . 

应 用 脱 胀 方法 , 群 代数 上 的 模 和 它 的 因子 群 所 对 应 
的 群 代数 上 的 模 之 间 的 许多 关系 ,以 及 它们 的 不 可 约 模 
的 特征 标 之 间 的 许多 关系 邦 已 经 被 研究 和 揭示 了 .同样 
地 ,用 这 种 方法 ,和 群 的 块 代数 和 它 的 因子 群 的 块 代数 之 
间 的 许多 关系 也 越 来 越 清 楚 了 .不 仅 如 此 ,通过 脱 胀 方 
法 ,我 们 还 可 以 扩张 一 个 正规 子 群 上 的 不 可 约 模 到 纽 群 
代数 上 去 (文献 [46] ) ,可 以 借用 膨胀 模 将 群 上 的 不 可 
约 单 醒 表 达 为 子 群 上 的 模 的 诱导 (文献 [44] ) ,以 及 结 
合 模 的 膨胀 方法 用 Heller 算 子 提供 一 个 构造 p- 群 上 的 
Endo-permutation 模 的 方法 (文献 | 66 | ). 

在 对 膛 胀 方法 进行 研究 过 程 中 ,下 面 的 一 类 情况 逐 
渐 引 起 我 们 的 注音: 

te R H<AG,M -ARTI FG- 4%, FH Res, M 
是 一 个 不 可 分 解 FH- 模 ,N 是 一 个 F(G/H)- 4%, ARZA 

M @,inf( N) 
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作成 了 一 个 FG- 3. 
显然 ,在 MM 是 平 几 FG- 模 的 情况 下 ,Mpinf(NN) 就 
是 通 笛 的 膨胀 模 , 这 种 形式 的 模 已 经 被 许多 作者 所 研 
究 ,我 们 按 它 出 现在 文献 中 的 先后 顺序 列举 如 下 : 
在 文献 [46] 中 ,Karpilovsky 给 出 了 下 面 的 结论 : 
设 入 是 有 限 群 G 的 一 个 正规 子 群 ,FF 是 任意 的 一 个 
RV 是 一 个 IrG- 模 ,那么 对 于 F°(G/N)- & U,U,,U,, 
下 面 的 结构 成 立 : 
(1) 如 果 内, 是 全 不 可 分 解 的 并 且 忆 是 不 可 分 解 的 ， 
那么 
inf( U) @, V 
是 不 可 分 解 的 让 G- 模 , 这 里 y = (infB)a. | 
(2) wR VÈR s 29 653 B U Z +S 25 65 , BË 
Z 
inf( U) &,V 
是 不 可 约 的 F° G- 3. 
(3) 如 果 V, 是 全 不 可 分 解 的 并 且 
inf( U ) pV = inf(U,) Go, V, 
MAU, 2 U. 
(4) HRV, 是 绝对 不 可 约 的 ,那么 
inf( U) @,V 
是 绝对 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 U 是 绝对 不 可 约 的 . 
正如 作者 所 说 的 , 这 个 结果 本 质 上 来 源 于 文献 
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[38] ,并 出 现在 文献 [39] 中 ,是 推广 文献 [39] 中 的 对 
应 结论 (a = 1 的 情形 ) 到 纽 群 代数 上 的 模 的 情形 而 得 到 
HY. 

Kulshammer 在 文献 [50] 中 研究 了 这 种 形式 的 模 
的 亏 群 ,给 出 了 下 面 的 结论 : 

设 下 是 一 个 特征 为 素数 疡 的 代数 封闭 域 ,G 是 一 个 
有 限 群 ,H 是 G 的 一 个 正规 子 群 .又 设 肝 是 一 个 不 可 分 解 
FG- 模 ,并 且 RessM 是 一 个 不 可 分 解 FH- 模 ,NN 是 一 个 不 
可 分 解 F( G/H)- 模 .那么 

inf( M) CN 
是 一 个 不 可 分 解 FG- 模 , 而 且 如 果 也 是 
inf( M) @,N 
的 顶 ,那么 UH/H 是 NN 的 顶 . 

这 种 形式 的 模 也 被 其 他 的 作者 所 研究 ,比如 在 文献 
[53] [54] 中 ,Murai 用 这 种 形式 的 模 推 广 块 控制 的 概 
念 为 V- 控制 ,得 到 了 和 群 代数 的 块 的 亏 群 和 它 所 V- 控制 
的 因子 群 的 块 的 亏 群 之 间 的 关系 ,并 进一步 得 到 了 下 面 

设 忆 是 群 G 的 亏 群 为 DD 的 块 ,N<IG. 那 么 存在 G/N 
的 亏 群 为 DN/N 块 被 了 BV- 控制 ,而 且 G/N 的 这 种 块 的 个 
5k F BEND) N 3% BX” 所 控制 的 群 N.( D)NZ/N 
的 亏 群 为 DNXN 的 块 的 个 数 , 这 里 万 是 及 在 群 N (万 ) 中 
的 Brauer 对 应 块 . 


RAF CG- 代 数 的 广义 膨胀 


在 这 一 章 中 ,我 们 在 上 述 模 和 G- 代数 的 膨胀 方法 
的 基础 上 ,借助 6- 代数 的 (内 ) 张 量 积 方法 ,我 们 提出 
“广义 膨胀 G- 代数 ”这 个 概念 ,并 推广 了 模 上 的 相应 的 
结论 ,得 到 了 广义 膨胀 C- 代数 是 局 部 C- 代数 的 充 要 条 
件 , 并 用 广义 脱 胀 方法 进一步 讨论 群 的 块 和 它 的 因子 群 
的 块 之 间 的 大 二 关系 ,同时 ,我 们 也 得 到 了 关于 广义 甩 _ 
胀 G- 代数 的 亏 群 的 一 个 刻 面 . 


4.2 定义 和 主要 结论 


在 本 章 中 ,我 们 设 定 人 = 是 一 个 特征 为 素数 p 的 代 
数 封闭 域 ,N 总 是 有 限 群 G 的 一 个 正规 子 群 . 
设 (C,$) 是 一 个 G/N- 代数 , 按 文献 166] ,(C ,由 ) 
的 膨胀 C- 代数 是 一 个 G- 代数 
(inf(C) ,inf( 中 ) ) ， 
这 里 
inf(C)=C, (inf(d))(g)=O(gN), ge G. 
明显 地 ,如 果 (C, 由 ) 是 局 部 G/N- {RRL ABA Cinf(C) , 
inf(p) ) 是 一 个 局 部 G- 代数 ,并 且 , 如 果 (C,p) 是 一 个 
内 G/N- 代数 ,那么 
(inf(C) ,inf(p) ) 
也 是 一 个 内 G- 代数. 
(Abi) 和 (4,,4,) 都 是 C- 代数 ,在 本 草 中 ,它们 
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的 (内 ) 张 量 G- 代数 指 的 是 G- 代数 (4; @ 4,,4$) ,此 时 
plg) =bg) © pg) g E G. 
特别 地 ,两 个 内 G- 代数 4, ,4, 的 (内 ) 张 量 G- 代数 
仍 是 一 个 内 G- 代数 , 它 的 结构 同 态 如 下 : 
Paoa (g) =Pa (8) OPa (g) g E G. 

我 们 注 明 ,在 本 章 中 , O 总 是 表示 O, 的 简写 . 

设 4 是 一 个 G- 代数 ,同时 ,Res%(4) 是 一 个 局 部 N- 
代数 ,我 们 称 ( 内 ) 张 量 C- 代 数 4Qinf(C) 是 G/N- 代 数 
C 的 广义 膨胀 6- 代 数 .我 们 知道 当 4 是 平凡 G6- 代数 时 ， 
C 的 广义 膨胀 6- 代数 4 © inf( C) 就 是 通常 的 膨胀 6- 代 
数 , 而 且 , 如 果 4 是 内 G- 代数 以 及 C 是 内 G/N- 代数 , 则 
A @ inf(C) 也 是 一 个 内 C- 代数 . 

我 们 回忆 局 部 内 6G- 代数 4 从 属于 群 G 的 某 个 块 ( 代 
数 )B( =kGe,) 是 指 p,(e,)=1,( 文 献 [40]). 以 及 群 G 的 
块 (代数 )B( = kGes) 覆盖 群 N 的 块 ( 代 数 )b( = kNe,) , 
u HAL ee, 关 0( 文 献 [20]). 

NG6, 下 面 的 上 自然 的 代数 同 态 , 即 是 群 G 相对 于 
BE N 的 增 广 同 态 (文献 [51] ): 


boyy kG = k( G/N), Di teB È tegle e k. 


对 于 CG 的 块 6, 我 们 知道 [ww(6,) Ë k( GZN) 的 一 
个 中 心 检 等 元 ,在 该 中 心 究 等 元 是 非 零 具 等 元 的 情况 
下 ,我 们 称 块 (代数 )B(= kGe,) 控制 C/N 的 块 ( 代 


数 )b( = k(G/N)e,), WR e, 出 现在 jwn(es) 在 


81 


第 4 章 G Oi X BE 


Z(k( G/N) ) 中 的 唯一 分 解 中 . 
下 面 我 们 给 出 本 章 的 主要 结论 . 
定理 4.2.1 设 A 是 一 个 G6- 代数 ,并 且 Ress(A) 是 
一 个 局 部 NN- 代 数 , 那 么 G/N- 代数 C 的 广义 膨胀 G6- 代数 
A Q,inf( C) 

是 一 个 局 部 G- 代数 当 且 仅 当 C 是 一 个 局 部 G/N- 代数 . 
显而易见 ,定理 4.2.1 推 广 了 下 面 的 两 个 事实 : 
(1)G/N- 代数 C 是 局 部 G/N- 代数 当 且 仅 当 CHB 

Ak G- 代数 inf(C) 是 局 部 C- 代数 ; 

(2)4 @,C 是 一 个 局 部 代数 当 且 仅 当 4 和 (C 都 是 局 

部 代数 . | 
性 质 4.2.2 设 4 是 一 个 内 G- 代数 ,并 且 Resw(4) 

是 一 个 属于 入 的 块 b 的 局 部 内 NN- 代 数 ,又 设 C 是 一 个 局 

部 内 G/N- 代数 .如 果 广 叉 膨胀 内 G- 代数 

A @,inf( C) 

É, T G 3k B, 32 BBS b. 
推论 4.2.3 设 C 是 一 个 属于 G/N 的 块 b 的 局 部 内 

G/N- 代数 ,并 且 膨 胀 内 G- 代 数 inf(C) 属于 G 的 块 B. 那 

么 如 履 盖 NN 的 主 块 并 且 控 制 b, 特 别 地 ,G 65 3 8 š N 

的 主 块 并 且 控 制 G/N 的 主 块 . 
定理 4.2.4 设 A 是 属于 G 的 块 B 的 内 G- 代 数 ,并 

H Resx(4) 是 一 个 局 部 内 N- 代数 .那么 存在 平凡 内 N- 

代数 天 的 诱导 内 G- Indwk 作为 G/N- RRA FEAR 
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入 局 部 内 G/N- 代数 C 的 广义 膨胀 内 G- 代数 
A &,inf(C) 

Æ T B. 

定理 4.2.4 推 广 了 事实 ;G 的 主 块 总 是 控制 C/N 的 
某 个 块 ,以 及 总 存在 平凡 kN- 模 开 的 诱导 kG- 模 的 某 个 
不 可 分 解 直 因 子 属于 G 的 主 块 ( 换 句 话说 ,G HERR 
REE N 的 主 块 ). 

下 面 的 定理 4.2.5 推广 了 事实 ;如果 是 膨胀 局 部 
G- 代数 inf(C) 的 一 个 亏 群 ,那么 DN/N 是 局 部 G/N- 代 
数 C 的 一 个 亏 群 . 由 此 , 定理 4.2.5 给 出 了 文献 
| 48 | (Theorem 2. 6. 2) ( WLAN SE 4.1 47) 的 一 个 广义 的 
反方 向 的 结论 . 

定理 4.2.5 设 4 是 一 个 C- 代 数 ,并 且 Resw(4) 是 
一 个 局 部 N- 代数 ,又 设 C 是 一 个 局 部 G/N- KKK. 40° R D 
是 广义 膨胀 G- 代数 

A inf( C) 

的 一 个 亏 群 ,那么 DN/N Z C 的 一 个 亏 群 . 

推论 4.2.6 设 A 是 一 个 6G- 代 数 ,DD 是 4 的 一 个 趣 
群 , 并 且 Resv(4) 是 一 个 局 部 N- 代数 .那么 DMN 是 
G/N 的 一 个 Sylow p- 子 群 . 

推论 4. 2.6 告诉 我 们 ,Syl(G)N/AN 是 G/N 的 Sylow 
p- THE. 
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43 本章 结论 的 证 明 


引 理 4.3.1 设 4 是 一 个 C- 代 数 ,并 且 Resv(4) 是 
一 个 局 部 NN- 人 代数, 那么 局 部 G/N- 代 数 C 的 广义 膨胀 C- 
代数 是 一 个 局 部 G- 代数 . 
证 明 : 因 为 (Resv(4) ) ”是 一 个 局 部 代数 ,那么 作为 
大 上 的 向 量 空间 ,我 们 有 下 面 的 分 解 : 
A =k LOA), 
又 因为 N46, 因此 上 面 的 分 解 也 是 4 作为 kG- 模 的 分 
解 . 
而 且 , 因 为 平凡 地 作用 在 inf(C) 上 ,我们 得 到 
(A @,inf( C) ) ` 
=4 @,(inf( C) ) ` 
(由 文献 |4]Lemma 2. 1) 
= AN @,inf(C) 
=k- 1, @,inf( C) DIA") @,inf(C) 
(作为 kG- 模 )， 
并 且 
J(A`) @,inf( C) 
是 
(A @,inf( C) ) ` 
的 一 个 寡 零 理想 . 


84 


43 本章 结论 的 证 明 


另外 ,由 于 1, 关 0, 容 易 得 知 
f: k+1, @,inf( C) — inf( C) 
按 下 面 的 方式 是 一 个 G- 代数 同 构 : 
fa- Lee) Si He, 
对 任意 上 e k File EC, 那么 
(k. 1, @,inf( C) ) ° 
=(k- 1, @,inf(C)) N (A @,inf( C) ) ° 
是 一 个 局 部 代数 . 
男 一 方面 ,因为 
(J(A*) @,inf(C) )° 
=A") @,inf(C)) O (A @,inf(C) )° 
是 (4 @,inf(C))° BJ — + He BLA, FF E (k - 
Lainf(C)) 是 一 个 局 部 代数 ,那么 
(A @,inf( C) ) ° 

= (k - 1, @,inf( C) )“° @ (J(A*) @,inf( C) ) 

TASES RE, BD 
A @,inf( C) 
是 一 个 局 部 G- 代数 . 

引 理 4.3.2 设 4 是 一 个 C- 代 数 ,Res4(4) 是 一 个 
局 部 N- 代数 ,C 是 一 个 G/N- 代数 ,那么 在 C- 代数 同 构 
的 意义 下 ,广义 膨胀 C- 代数 A 的 ,inf(C) ETKA A 
部 C- 代 数 可 以 表达 为 形式 4@,inf(C') ,这 里 C' 是 C 的 
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ANRA EZE G/N- 代数 . 

证 明 : 设 | 

ate = le = - Y: L, 
E le EC 中 的 一 个 本 原 正 交 短 等 元 分 解 .那么 由 文献 
[ 66 | (Corollary 4.6) 我 们 知道 ,在 G/N- 代数 同 构 的 意 
XF, 
(Ci 
包含 C 的 全 部 的 能 人 局 部 G/N- 代数 ,再 由 引 理 4. 3. 1. 
A @,inf(i,C, ) = (1 Qi) (A @,inf( C) ) ( 1 Qi) 
是 一 个 局 部 G- 代数 , 即 u 
(A @,inf(i,C,)° = (1 Qi) (A @,inf(C) )“( 1 Qi) 

是 一 个 局 部 代数 ,由 此 ,1 ©, i, 是 


(A ®),inf(C) i 
的 本 原 寡 等 元 ,; = 1,2,…,n 
综 上 得 知 
lig, | inf( C) -> l Co li 
JE 1 inte C) 在 
(A @,inf( C) ) 


HE EA] —7> AS JBL E $£ I 29 fÉ: , BIE G- 代数 同 构 的 意 
义 下 ,对 于 某 个 1,4 Q@,inf(C) 的 任何 嵌入 局 部 G- 代数 
能 被 表达 为 形式 
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A rinf(iC; ). 
定理 4.2. 1 的 证 明 : 由 引 理 4.3.1 和 引 理 4.3.2 便 
知 定理 4. 2. 1 成 立 . 
性 质 4. 2. 2 的 证 明 : 因 为 4Q,inf(C) 属于 B 以 及 
Resv(4) 属于 2, 我们 知道 
Puintt c) (es) =(e, ` 1,) @ Lic) 
= (e, ` lret) @ lino 
= Lint C) = P A@intt c) En) ， 
由 此 ,epe, ~ 0, EI B RH b. 
推论 4.2.3 的 证 明 : 在 性 质 4. 2. 2 的 情形 下 , 设 4 = 


参见 文献 | 66](Proposition 16.5) ,我 们 有 下 面 的 
内 G- 代数 上 的 Frobenius 公子 
引 理 4.3.3 设 4 是 一 个 内 G 3k B Z — 4 8 H- 
KH < C. 那 么 下 面 的 中 是 一 个 内 G- KALBA, PP: 
$b:Inds( Res,(A) @,B) + A@nd;;B, 
(x (a @b) OY) T(x @a @ y) @ (xz @b @ y) , 
x,y Ee G/H,a € A,b e B. 
定理 4.2.4 的 证 明 : 设 G =W, .rg;N, 这 里 7 是 NN 在 
G 中 的 左 陪 集 代 表 系 ,并且 g = 1; 我 们 有 
ep = Y gaa, e kN 


是 。 的 唯一 分 解 
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注意 到 
Ind¢( Res” A) = kG @,v ResçA ®,ykG 
是 一 个 内 G- 代数 , 它 的 单位 元 是 
Lina’ Res“A) 一 » g, inla Civ’ x 
g £T 


它 的 结构 同 态 是 
P ind Res®A) :kG Ind\( Res’ A) 18 


— 2, 86 Qinl, Digi". 
我 们 有 | 
P inaf ( Resta) (Cn) €p ° 之 5 Dinli Oig: 
š 之 人 ep&i) rnla 全 we ， 
以 及 | 

ep Oila Cyl = 28 Qua; + 1, Qul 
2g ONAP retale) inl 
= È gi QPro ies) Qul, 


这 里 我 们 设 Reswh 属于 N AJH b( = kNe,). 
如 果 
p Indy (ResyA) (e,) = 0, 
那么 由 引 理 2. 2. 2 ,我 们 知道 ,对 每 个 g，e T, 
(e,g,) Quli Oing: = 0, 
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4. 3 


特别 地 ， 
es Owla Qul = 0, 
由 此 又 由 引 理 2. 2. 2 ,对 任意 的 e, eT, 
P resis Qies) = 0. 


那么 ， 
Us >=, j P resta (Qe, ) 
g eT 
i > =, ` Pal ae, ) 
g eT 
= ,pil eae, ) 
ger 
=p,( > Eees) 
g eT 
=pl epe) 
= Py (ep )Prresisl ey ) 
=p,(e,) 
= Las 
Ar VS, BRITSE 


P ind&( Res®A) (eg) 
JE 
(Indf ( Res” A Bi 
NERETI, AE, TE 
(IndÎ( Res“ A) )° 
的 某 个 嵌入 局 部 内 G- 代数 4 ,属于 已 


本 章 结 论 的 证 明 


另 一 方面 ,由 引 理 4. 3. 3 ,作为 内 C- 代数 ， 
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第 4 章 G- 代 数 的 广义 膨胀 


Inds( Res\4) = Indî( Res“ A @,k) 2 A @,Indçk, 
这 里 ,kk 被 看 做 平 几 内 NN- 代 数 , 并 且 因 为 NG 以 及 上 是 
平凡 的 ,内 G- 代数 Ind 和 可 以 被 自然 地 看 做 内 G/N- 代 
数 Ind<k 的 膨胀 内 C- 代数 , 因此 由 引 理 4.3.2, 存在 
Indwk WY AJ RBA G/N- 代数 C ,使 得 作为 内 C- 代数 

A’ = À Gmi C) , 
即 ,广义 膨胀 局 部 内 G- 代数 4 G@,inf( C) 属于 B. 
人 参见 文献 |66](Lemma 14. 3) .我 们 有 下 面 的 关于 
G- 代数 的 投射 性 的 结论 : 
引 理 4.3.4 设 4 有 是 一 个 G- 代数 并 且 它 是 相对 子 
群 妃 投射 的 ,那么 对 于 任意 的 G- AR 3k B ,A G, B Z H- 38 
射 的 ,特别 地 ,如 果 4 是 一 个 投射 C- 代数 ,那么 A @ B 
也 是 投射 C- 代数 ， 
定理 4.2.5 的 证 明 : 首 先 ,由 引 理 4.3. 1 我 们 知道 
A @,inf( C) 是 一 个 局 部 6- 代数 ,又 因为 D 是 它 的 一 个 
HE FRM i 
| ,inte e) 一 Try d), 
d ë (A ®,inf(C))’, 
因此 
Trp (d) e (A @,inf(C))”” C (A @,inf(C) y". 
其 次 ,我 们 有 
(A @,inf( C) ) ` 
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4.3 本 章 结 论 的 证 明 


=A" @),inf(C) 
=k +1, @,inf( C) @ J(A”) @,inf( C) , 
那么 存在 茶 个 
i e inf(C) 
和 
j e J(A") @,nf( C) , 
使 得 
Tx, (42) = 1, @ +f, 
而 且 , 因 为 NG6 以 及 下 面 的 G- 代数 同 构 : 
k v Li &,inf(C) = inf(C), 


我 们 知道 
i e inf(c)”* 
和 | 
j e (A @,inf( C) ) >°. 
我 们 得 到 


Lasnn = Todi = 1 Tra + Teg). 
HA ET a ee 
Tr.) € J( (A @,inf(C) )°), 
由 此 
lens (i) ¢ J((A @,nf(C))°) , 
又 因为 (4 @,inf( C) ) ”是 一 个 局 部 代数 ,那么 
1 @ Trova) 

是 (A @,inf( C) ) ”中 的 一 个 单位 , 
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第 4 章 G i X B 


再 由 下 面 的 G- 代数 同 构 ; 
k- 1, @,inf( C) 兰 inf(C)， 
我 们 知道 Trov(i) 是 (inf(C))" 的 一 个 单位 , 即 
Tronen li) = Tey i) 
是 C^ 的 一 个 单位 ,由 此 局 部 G/N- 代数 C 是 DN/N- 投 
射 的 ,那么 
DN/N > H/N, 
XE H E.G ASE EES HN Fe C EW G/N- (RB 
-个 亏 群 并 且 
DN > H > N. 
我 们 得 到 inf( C) Æ H- BATAY JE HH |S 4. 3. 4, 
A @,inf( C) tB, E: H- ROAD. ABA HER À @,inf(C) 的 
某 个 亏 群 .也 就 是 忆 NAEP SEG, He | = DN 以 及 
H/N = DN/N. 
推论 4.2. 6 的 证 明 ; 在 定理 4.2.5 的 情形 下 , 设 C= 
,平凡 GAN- 代 数 .我 们 有 DNAN 是 的 作为 平凡 GAN- 代 
数 的 亏 群 ,由 此 DNAN 是 G/N 的 Sylow p- TAF. 
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第 5 章 G- RA G- 代数 上 的 
广义 Brauer JX: ER T- 


51 研究 背景 和 结论 


iP EGT p. +Ë PCP) < H = N,(P).X. 

设 1C;,i=1,2;…,n| ECM BMPR S ,那么 
iC. 1) C-CP) ,t=1,2,°** mi 
fide GAY NGCP) -HIHI , AC, AIC, A Cel P) 表示 
HAKAK, ABA PRAY SE ABR 
ss Ü. P €,(P) 

定义 了 一 个 从 群 代 数 kG 的 中 心 到 群 代数 kH 的 中 心 的 
代数 同 态 (文献 [56]), 它 首先 由 Brauer 在 文献 [ 15] 中 
提出 ,并 在 文献 [55 | 中 首次 被 Nagao PKA Brauer 同 态 . 

在 文献 [18] 中 ,作者 给 出 了 上 面 的 Brauer 同 态 在 
G- 代数 上 的 现代 形式 (参见 第 1 章 ) ,并 利用 Brauer 同 态 
定义 了 (0,C) 一 Brauer 对 的 概念 ,事实 上 ,在 文献 [25 | 
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SSH C- 模 和 C- 代 数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


中 ,Green 在 群 代数 上 已 经 给 出 了 Brauer 同 态 的 这 种 类 
似 形 式 . 

在 有 限 群 的 表示 论 领 域 ,Brauer 同 态 是 一 个 十 分 有 
用 的 工具 ,Brauer 第 一 ,二 ,三 主要 定理 以 及 其 他 许多 基 
础 性 的 重要 结论 正 是 通过 这 个 工具 得 到 的 (文献 
| 66 | ). 

G- 代数 上 的 Brauer 同 态 还 被 广泛 地 应 用 到 G- 代数 
上 的 局 部 分 析 中 去 ,Brauer 子 对 的 定义 及 其 之 间 相 互 关 
系 、` 点 群 上 的 包含 和 投射 关系 的 建立 .Brauer 的 第 二 主 
要 定理 的 推广 Puig 建立 客 零 块 的 源 代数 的 结构 定理 等 
部 体现 了 这 个 同 态 的 重要 性 (文献 [62]、[66]、[61]、 
[18] [8] [58])， x 

W PE G 的 一 个 产子 群 ,7 是 一 个 CG- 模 .在 文献 
[17].[16] 中 ,Broue 得 到 了 下 面 的 Brauer fi KT: 

Brp:V" + V(P), 
perry + (> Vo + mV”) . 
Q<P 


E— ON,(P)/P- 模 同 态 ,Broue 称 它 为 Brauer 态 
PJ, JEE 
ViP)=V/ V+ 7") 
Q<P 
为 Brauer 构造 .在 文献 1 16] 中 ,通过 系统 地 应 用 Brauer 


构造 郴 子 ,他 得 到 了 关于 p-permutation 模 和 Scott 模 的 
一 些 经 典 结 论 , 近期 关于 p- 群 上 的 endo—permutation 
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5.1 研究 背景 和 结论 


模 以 及 p- 群 上 的 Dade 群 的 研究 也 涉及 Brauer ti KT 
的 应 用 . 

I< HS 6G,y 是 一 个 从 群 G 到 完备 离散 赋值 环 所 的 
单位 群 上 的 群 同 态 , 在 文献 [11] 中 ,通过 信用 (C 尿 )- 
不 动 点 这 个 概念 ,作者 得 到 了 和 群 代数 上 的 模 上 的 Brauer 
构造 孙子 的 如 下 广义 形式 : 

Br VO) — YO 7h 


prey +I ) ve pe 


(H.J 


这 里 ， 


y z (H.J) (H.J) 
I n.) <= 2 Vi + zr V ， 
KSH p || H:KI 


并 称 它 为 群 代数 上 的 模 上 的 广义 Brauer 构造 果子 .通过 
应 用 群 代数 上 的 模 上 的 广义 Brauer 构造 果 子 的 这 个 工 
H. ,作者 刻画 了 p-monomial 模 的 知 干 性 质 , 并 成 功 地 推 
广 了 文献 L16] 中 的 关于 p-permutation 模 的 对 应 结论 
这 里 p-monomial 模 是 源 于 p-permutation 模 的 一 Ha 
形式 . 在 文献 [12] rB, 同样 用 这 个 工具 , 作者 讨论 
p-permutation 等 价 . 

在 文献 [28] 中 , 沿 着 文献 [11] 中 的 思路 ， 
Hartmann 得 到 了 G- 代 数 上 的 Brauer 同 态 的 新 的 广义 形 
式 ,并 用 G6- 代数 上 的 广义 Brauer 同 态 这 个 工具 ,他 约 化 
了 交换 p- 群 情形 下 的 monomial Dade- 群 ,他 还 证 实 了 交 
J p- 群 上 的 每 个 不 可 分 解 endo 一 monomial Ë Z 
endo—permutation 模 . 本 章 在 他 提出 的 6G- 代数 上 的 广义 
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第 $ 章 C- 模 和 CGC- 代 数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


Brauer 同 态 的 基础 上 ,我 们 提出 如 下 形式 的 G- 代数 上 
的 广义 Brauer 构造 ， 
A(H) =A“ 77h s=. Dy eplizey , 
Ham =D Al” «malt, 


以 及 对 应 的 C- 代数 4 上 的 关于 N,CH)- FEE H BJ” X 
Brauer fi PF : 
Bry: Ae > Aw 77, 
ama + l,a e AAS, 
许多 作者 都 研究 过 Brauer 同 态 和 Brauer 构造 男子 
的 张 量 积 ,例如 ,在 文献 [| 64] F, Rouquier 证 实 了 如 下 
的 p-permutation 模 上 的 Brauer 构造 评 子 是 同 构 的 : 
ix V fe W 2 p-permutation kG- 模 ， 
ay w: VCO) @ W(Q)— (V@ W)(Q) 
和 
P I” (Qy =r)" 
都 是 典范 映射 .那么 ay 诱导 了 下 面 的 从 p-permutation 
kG- 模 x p-permutation kG- 模 到 p-permutation kN¿( (0) - 
模 的 函 子 同 构 : 


Q- :Res, a Bibs oxo £ 


“ Bry Resio , 
By 请 导 了 下 面 的 从 p-permutation kG- 模 到 p-permutation 
kN.(0Q)- 模 的 函 子 同 构 : 


B:Br,( -) A. ( 一 ) “Bro, 


96 


51 研究 背景 和 结论 


在 文献 | 12] ( Corollary 3.6) 中 , 作者 证 实 了 广义 
Brauer 构造 图 子 与 双边 pmonomial 模 在 某 个 群 代数 上 
的 张 量 积 相 容 ,结论 如 下 : 

设 P 是 有 限 群 G,H,L 的 一 个 公共 子 群 , 对 于 pp e 
Hom( P, ), R mA Ag e Hom(AP,/*) 表示 群 同 
态 :Agp(x,x) =p(x),%X e P. 又 设 0Q 是 G,H 的 一 个 公共 
子 群 ,是 相对 AQ- 投 射 的 线性 源 ( OG, CH) - FR , FF AL 
对 于 每 个 RR Q, 

Hom, co (P,R) © Hom; ( (P,R). 

AR A xt FP AES (CH CL) - IAR Y, 
fe : (中 ) A e Hom( P, ) WA Ai AP , Aw) 

Dicar Y( AP, AA ) 


=A ry Y AP,Ap ) 
是 一 个 (k[ Ce(P) ] ,k[ Ci(P)])- 双 模 同 构 ; 对 于 每 个 左 
CH- X% Y, 

TA : @ th À e Hom( P. * ) WA we: AP, Ay) 

irm LPA) 

— X Om YPE) 
是 一 个 上 | Ce(P) ]- 模 同 构 . 

特别 地 , 如 果 X 2 3 xF AO- 投射 的 平凡 源 (CC, 

/HH)- BHR, ABZ xt AEA ( CH, CL) - 双 模 了 我 们 有 下 
面 的 (上 [| C.(P)],k[C,(P)])- 双 模 同 构 : 
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第 5 章 C- 模 和 CC- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


X(AP) @icrmZCAP) 2X OY AP), 
以 及 对 于 每 个 左 CH- 模 Y, 我 们 有 下 面 的 左 klU CP) ]- 
模 同 构 : 
KAP) Qic . POP) SX Oa Ph 

在 文献 [4](Theorem 2.6) 中 ,作者 证 明了 Brauer 
同 态 与 C- 代数 的 张 量 积 相 容 ,结论 如 下 : 

iA, 是 一 个 G- 代 数 , 它 同 时 是 特征 为 素数 bp 的 代 
数 封闭 域 上 上 的 一 个 有 限 维 代数 ,P, 是 6, 的 p- 子 群 ,这 
E p 整除 群 G 的 阶 ,i = 1,2. 那 么 

Bro Sp = Bri! @ Bi 

在 上 面 的 结论 中 ,左右 两 边 相 等 表示 的 是 左右 两 边 
的 Brauer 态 射 可 以 等 同 , 也 即 它们 在 相同 的 元 素 上 的 像 
可 以 被 认为 是 一 样 的 . 

在 本 章 中 ,我 们 进一步 讨论 6- 模 和 G- 代数 上 的 广 
X Brauer 构造 函 子 的 张 量 积 , 本 章 的 主要 结论 证 实 了 
G- 模 和 G- 代 数 上 的 广义 Brauer Aii eK T Arg- C- BLAM 
G- 代数 的 外 张 量 积 相 容 .结论 如 下 : 

定理 $S.1.1 V, 2—4 G- £ ,H.=< G, (Hp) & 
于 M(H,) ,i=1,2. 那 么 我 们 有 下 面 的 kN6 (H, x H, 
p, X W, )- 模 同 构 : 

V.(H, YW ) @, V,( H, „Ya ) 
2 (V, OV) (H, x H,,#, X pa), 

以 及 Brauer SHH. 


98 


5.2 C- 模 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


Br y, @, Bri, 4.) š Brn iah) 

定理 5.1.2 A, £ — 4 G- 代数 ,H, < G.,H. = 
Hom(G;,@" ) 的 一 个 Ne(H;)- 子 群 ,i=1,2. 那 么 下 面 是 
— (Nç, (Hi x H,)Z(H, x H,))- 代数 同 构 : 

A,(H,) @,A,(A,) 2 (A, @A,) (A, x A), 
以 及 Brauer 态 射 的 等 同 . 

Bry, @, Bry, = Braj: 

定理 5.1.1 提供 了 6G- 模 上 的 广义 Brauer 构造 果子 
的 张 量 积 的 一 种 新 的 情形 , 定理 5.1.2 推广 了 文献 
| 4] (Theorem 2.6). 

既然 在 过 去 的 50 年 里 ,Brauer 同 态 在 有 限 群 的 表 
示 理 论 中 是 如 此 的 重要 ,我 们 期 望 在 现代 模 表 示 论 的 发 
展 过 程 中 ,G6- BLA G- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 图 子 同 
样 十 分 有 用 . | 


5.2 G-#@ EMS X Brauer $ iE A + 


H Æ G 的 一 个 子 群 ,我 们 用 Hom( H, ) RIRA H 
到 O 的 全 体 群 同 态 的 集合 ,这 里 /7” 表示 ORERE, 
那么 Hom( HH,” ) 按 下 列 乘法 作成 一 个 有 限 群 (因为 群 
厅 的 像 都 是 单位 根 或 忆 只 有 有 限 个 一 次 表示 ) - 
(hb) (h) :=h(h)ó(h), 
这 里 he H, FH y, e Hom(A,C ). 
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第 5 章 CG- 模 和 6C- 代 数 上 的 广义 Braver He A F 


我 们 称 H E: Hom( 互 ,人 ) 的 一 个 N.( H)- FRE, Ill 
E H R: Hom( HO ) 的 子 群 ,同时 对 任何 火 e 户 和 g e 
N,(H) “wh e H nto XE y 定义 为 对 所 有 的 x e “H. 
W(x) := (x ). 
H < 6G, 我 们 设 
M (H) :=H x Hom(H,C* ). 
对 于 (C,p) e MAG) #HI(H,J) © M(H) ,我 们 称 
(H,#) S(G,¢@), 
如 果 由 是 9 在 H 上 的 限制 .进一步 ,对 于 ge G, RIJE 
义 <( 万 ,水 ) 为 
(Hy) :=(“H,“u). 
并 且 用 Ne(H,w) RIRH, y) 在 6 中 的 稳定 化 子 , 显 然 
H < N.(H,p) < N.(H). 
WH, =< G AS (H,.,, g.) e MAH) i= 1,2 ,BRZ 
(IH, x Hp, XY) E M/(H, x H,), 
这 里 (W | xp) 定义 为 对 所 有 的 (hi,h,) € H, x H,, 
(Wi Xp) (Chih) := (h) palh). 
我 们 还 注意 到 
No xe, (H, x H, ,wy x p) = Ne (H...) x NCH, ,yw,). 
在 本 章 中 ,我 们 也 称 一 个 有 限 秩 自由 西 ¿G- E: V 2 
G- $ VTP H <6 ACH) © M(H) ;我 们 称 
VE s=ly e VI hu =#(h)o,h e H! 
E V BJ(H,Jp)- 不 动 点 集 , 显 然 ， 
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5.2 G- 模 上 的 广义 Brauer 构造 男子 


有 CH 一 (Hw) 
V = eV ; 


因此 vit’? E. V BJ N.C Hw )- FE. 
WA) < (G,e) ,我 们 注意 到 
yw) > ee) 
由 此 我 们 在 G- 模 耻 上 定义 下 面 的 广义 迹 映 射 : 
Tes . V H.) _ > pice) 


v= > olg gv, o e V™. 


g = GZH 
显然 ,这 个 定义 是 不 受 陪 集 代 表 系 jg © C/H} 的 选 
取 的 影响 我们 总 是 用 VY 来 表示 象 集 合 
TOV") i, WRK = H = CRIA VS C 
Vie) ( ScHK[ 11]Temma 1. 3(b) ). 
iWHSGACH,W) e M(H) , 按 文 献 [11] ,在 本 革 
中 我 们 定义 0- 模 V 上 的 关于 (有 H,vw) 的 广义 Brauer 构造 
为 
VA) VOT yyy, 
Fit P KES a 
K<H.p || H:KI 
同样 , 记 
Brine "aia jules 2 ee ， 
ga + Tyg) E Visa 
是 对 应 的 广义 Brauer fi eK. 
GR VCH) 是 一 个 kN.( Hw) - 模 . OER H E 
个 p- 群 ,并 且 炎 是 一 个 平凡 的 群 同 态 ,那么 VH, y) 就 
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第 5 章 ”GG- 模 和 GG- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


是 Broue 所 提出 的 Brauer 构造 .需要 说 明 的 是 .由 文献 
[11](Remark 2. 3) ,在 五 不 是 p- 群 的 情况 下 ,V(H,y) 
仍然 可 以 是 非 零 的 .文献 [11]、[13] .[12]、[14] 中 的 
人 研究 表明 ,G- 模 V 上 的 关于 (五, ) 的 广义 Brauer 构造 
是 研究 线性 源 模 的 一 个 有 力 工 具 , 本 节 中 关于 广义 
Brauer 构造 的 基本 知识 介绍 ,读者 可 以 参考 文献 [111]. 

V 是 一 个 G- 模 ,i =1,2, 那 么 V@,W 可 以 被 看 做 
一 个 GXxG;- 模 ,这 里 ,对 任何 (gj,g,) € G xG Mv, e 
Vot € V;, 

(g,.82) (0, Ow) :=SI gW: 

我 们 称 V, O V, AV, A V, WIKE 6, x G,- 模 . 

W, EV, 9 H,- FRE CRW OW £ 
示 形 如 有 限 和 > wio wy 的 元 素 的 集合 ,这 里 we W, 


Ail wy € W, 那么 W, @ W, (EBV, @ V, 的 一 个 OCH, 
x H,)- TIR, TERRE, RPE eK et G x G,- FV, 
@, V; 的 H, x H,- 于 模 . 

55.21 2 V.R -—4- C.- RA, = Ç€.,(H. a.) 
e M,(H,) ,i=1,2.#FZ 429 KEG x G,- 8 V, ONV É 
Ne xo (H, x Hy, x #,)- FAR. 

(V. @, V, ) Uhu) = V Gen ®), WE) 

证 明 :首先 ,我 们 注意 到 作为 张 量 G+ x G,- Ë V. 
OV BJ Ne, (H, x Hh, XW;)- 子 模 , 下 面 的 包含 关 
系 是 目 然 的 : 
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5.2 G- 模 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


Ve) NV a = (V, ©, V, j Aiea) 

其 次 ,不 难得 到 下 面 的 Ne xo, (H, x Hw, x.) - Fe 
同 构 式 : 

yee @, pi Sus 

° Hom, (p, C, Vi) @ Homy,, ( ,, V) 

=° Hom cy, xn) O) OA, Vi O-V2) 

2 Homa (g n, (Cy, xu.) V, Oe V, ) 

ka Ú Vk, T A Pra, 

这 里 ,, (5 是 指 由 少 PEIRE H, -ER i= 1.2, IBA 
由 引 理 2. 3.2 可 知 引 理 5. 2. 1 得 证 . 

引 理 5.2.2 JV, 14 G-3%,K, < H. < G,,(H., 
Y) e MA(HH,) ,i = 1,2. MAAKE G, x G- 3 V, 
@, V, #9 Nexe (Hi x Hpi X ,)- FAR, 

CV, @ V. mere! = (12 OE, 

证 明 : 首 先 ,由 引 理 $. 2. 1 ,作为 张 量 G. x G,- BV, 
DV: BJ Ne xc, K, x K, p, X Ws lc cn, - FR, RIITA 
(P, Bik aaa aaa T pore at Fp er, 

另 一 方面 , 对 于 任意 的 vw e Vi Moo, e 
pie 

Tr eK xe 人 bg (vi Ow) 


= > CRIAT A D 


(hiha) e H xH,/K XK, 


(h, shy) (ui Ca ) 
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第 5 章 6G- 模 和 6G- 代数 上 的 广义 Brauer HH BT 


= >, (hy! hiw, hs hy!) hv 


Chisha) e H XHK XK 


= > wy(hj')hyw,@, > ylh: yh, 


h © H,/K, h; € HyK; 
= TEA 区) 本 G Trak ta: 
由 此 我 们 知道 ,作为 张 量 6G, x G,- V ONV BJ 
Ne < (Hi x Hy, x #,)- FE. 
(V, OV.) cares? = VOR™ OAV) een. 
5138 5.2.3 RV. #—4 G- 48, H. =< CG,(H uy ) 
e M(HH,) ,i=1,2. 那 么 作为 张 量 G, xG- V OV 
ee aes 
pated h, XU.) 一 Tole i) co, ¿sa rey: cin aiá @, Td, Wi) 
TEAR: M. BER VF? = (V eM) ¿= 12. hal 
JH 5.2.2 我们 知道 ,作为 张 量 G, x É. Ë V, @, V, 的 
N... (H, x H, bh, X- FR, 
hen eV VO OT GIS one 
ME, K < H, x H,, 使 得 pll H, x H,:K| ,并 设 


H=K(H X 1). 
我 们 有 
H = B, xK 
这 里 天 < H 


WR plil H,:K, | ,也 就 是 
pll (H, x H,y);H], 
由 引 理 5.2. 1 我 们 得 到 
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5:2 CG- 模 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


(ho). ey G (V. Q V, Oo 
= (V. @, A a 
=V AVE 
C€ WU Odinu 
如 果 p41 H,:K,| , 即 
pil (A, < H,):KCH, X L) L. 
IR pill (H x H,):KI ,我 们 有 
pli K(H, x TR a (H, x 1):K, x11, 
这 里 
K, x 1= (H, x1)NK 
对 于 任意 
xe (V. @,¥,) rere 
由 文献 | 11 | Lemma 1.3(e) ) ,我 们 有 


(H xH;.b | XW) 
TTi. (pixy) g) (v) 


= 之 xpa) 


xe (H.x 1 MI XH;/K) 
Tr, ted all saan Po. 
设 x = (xix). BEZA 
H, x TSH, x H,, 
IFA 
wv E (V, GV, e tena se 
Ç (V. A 
由 引 理 5. 2. 2 我 们 知道 
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第 5 章 C- 模 和 C- 代 数 上 的 广义 :Brauer HHT 
(H XH.) Xp) 
Triky Cd) 


= 2, pili pala) 


(Xpt) e (H,x1\H,xH,/K 


(H ,x1.J x1) 
Trak) et, Walang, x1( XD) 


e > (y) Q, V;) 


F VIK, 
(x .x>) e (H,x1\H), xH,/K) 


(H, Wy) 
= | > Ven?) @,V,. 
(xix) € (H /X1M1 XHK) ! 


ct > w Sh, 


L<H,,p | Hy: 


在 限制 到 有 限 秩 的 目 由 A RIKER F, 
(( > Veruca? ) G, A 


LSH,.p || Hi:Ll 


A (Wini @ Vitis) 
a | y Vi) 四 yí Haa) 
= yb 


L<H,.p | Ay: 
C A TE CO ee s 
由 此 我 们 有 
Ty sb Ba, 
因此 
(VO e T FA 22 
总 之 
Ts np) Oa tA OG wy 
本 证 明 完 成 . 
定理 5.1.1 的 证 明 : 我 们 知道 下 面 的 自然 的 
ENG xe, (H, x H, ,wy, X W,)- 模 同 态 : 
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5.3 G- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


( V, Q, V,) iiia aa Dy) Q, 网 Wr) 
+ yu 2 G Tt, m 了 
= (Vv re aT +) Bil Togo 143 Pte 


按 与 文献 [| 29] (Proposition 2. 1) 类 似 的 证 明 过 程 ， 


我 们 知道 该 同 态 是 一 个 同 构 . 


与 此 同时 ,由 引 理 5.2.3, 作 为 kN6 xe (H, x Ay, 


x w)- 模 ， 
CATA Orr i, Gee 
EUN Odne) 
SET, A Fe 
HII 
VCH, p) iV pa) 
S (V, V2) (H, x H, p, X pa). 
由 以 上 目 然 映射 下 的 同 构 式 ,将 
Brh wo i Br, 
看 做 是 ON 6 (H, x Hy, XW;)- 模 
( V, @, V.) (H XH; Xr) 


EWS)” X Brauer 4 i PAI , TRA FEY Brauer AHN 


Age | 一 
和 等同. 
Vi 7 2 eme, | coe l; 
Bro, wy) ©), Bro, y; ii BT wa ha 


定理 5. 1. 1 得 证 . 
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第 5 章 C- 模 和 C- 代 数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


5.3 G- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


在 本 章 我 们 总 是 限定 每 个 C- 代数 同时 也 是 一 个 有 
限 秩 的 自由 地 代数 .者 4 是 一 个 G6- 代数 ,那么 它 也 是 一 
个 G- 模 .HH < GFR PR BEA 的 一 个 到 子 代 数 , 如 果 B 
是 4 的 一 个 么 扣子 代数 ,并 且 它 在 作用 下 是 稳定 的 ， 
由 此 B 也 是 G- 模 4 的 一 个 H- 子 模 . 设 
(H,#,) e M(H), i=1,2, 
我 们 知道 A’? 是 一 个 N. (H G) 模 , 但 不 是 一 个 
V .(H.p.)- 代数 ,因为 
A Acta) C Avi pha) 
并 且 AMY KAE ARA @ 子 代数 但 是 和 人 是 
Hom( HH, ) BJ N,( H)- FHF, Tl is 
A H.H) _ SAY iiki I 
那么 按 下 面 的 乘法 ,4 作成 6- 代 数 4 的 一 个 Ne( 万 )- 
子 代数 ， 
(a,)(b,)=( 2 dabi) o 


J#d = 0 eÍ 
(a,),{b,) ë AD 
H<G,(H,w) e MAH) , BER G- RACE C- 
模 , 用 C- 模 上 的 广义 迹 映 射 ,我 们 定义 
lw) := 2 Ar” PA 


KSH 
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5.3 GG- 代数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


Ao, 7A 
li 5 Dy calung 


A 
l How) 


2 Tiny)» 
并 上 且 用 与 文献 [28](Lemma 3.3) 的 证 明 的 类 似 的 过 
程 ,我 们 知道 N.(H)- FORT, BE AC" 的 双边 理想 . 

现在 我 们 定义 下 面 的 广义 Brauer 构造 . 

A( Hy =A" R, 

我 们 称 它 为 G- 代 数 4 上 的 关于 Ne(H)- 子 群 太 的 广 
XL Brauer 构造 ,以 及 对 应 的 G- 代数 A 上 的 关于 N 万 )- 
SHE A AST SC Brauer 构造 图 子 : 

Br n y AUD A, 
at~atTi:a e Aone 

显然 , RAACH) 同时 也 是 一 个 Ne( H)/H- 代数. 
我 们 注意 到 ,如果 天 =1, 上 述 定 义 恰 是 通常 的 C- 代 数 上 
的 Brauer 同 态 ,并 且 如 果 

H = Hom( H.“ ), 

二 面 的 定义 也 就 是 文献 1 28] 中 的 广义 Brauer 构造 .本 
节 中 关于 C- 代数 的 广义 Brauer 构造 的 基本 知识 介绍 ， 
读者 可 以 参考 文献 [28]. 

(A...) 是 一 个 G- 代数 ,i = 1,2. 在 本 章 中 ,它们 
的 张 量 积 还 是 一 个 有 限 秩 自由 肥 代 数 ,从 而 它们 的 张 
E G, x G- 代数 在 本 章 对 6- 代 数 的 限量 条 件 下 存在 ,我 
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第 5 章 C- 模 和 C- 代 数 上 的 广义 Brauer 4836 ë + 


们 记 为 
(A, @,A, Lh QH). 
对 于 任意 


(21,8) € G, XG, 
而 且 , 如 果 B. Æ A W H- 子 代数 ,i = 1,2, AAI B. 
@ -5 ,我们 指 的 是 张 量 C, x G-A QA WH, xH,- 
子 模 , 它 同时 也 是 G, x 6,- 代数 4 @, A, ËJ H, x H,- f 
代数 ,我 们 称 它 为 张 量 G, x G,-IV3KA, GO A, ËJ H, x H,- 
TARY. 
5| 5.3.1 iA, Ž-A C-KK,H, < G., 
(HN. bj) ë MXHY, i=1 2 
ARATE A IKE G, x G,- FRA, OA, 1 Nç a CH, x Hy, 
xX W,)- FR, 
Um wy = ne) QA? + AP259560 Ol Gras)? 

证 明 ; 类 似 于 引 理 5.2.3 的 证 明 . 

引 理 5.3.2 设 4 有 是 一 个 C- 代 数 ,五 过 6C, 且 是 
Hom(G,,") 的 一 个 Ne (H,)- F i= 1 ,2. RAVE A RK 
= G, x G,- KALA, @ A, 1 Nç (H, x H,)- $ £ =P 28, 

r: N ws ii Aste + AUM) @, Im. 
证 明 : 首 先 ,我们 注意 到 忆 x H, 是 
Hom(G, x G,, C”) 
AY Nese CH, x H,)- FHF. 
由 引 理 5.3. 1 ,作为 张 量 G, x C,- FA, OA, 的 到 
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5.3 G- 代 数 上 的 广义 Brauer 构造 函 子 


子 模 , 我 们 有 
I Atel) + AtB) 四 -大 
= (QD. m tho ) 四- 四 ,sp 本 二 ) 
+ (Dr Ar ) BAD, a p A ) 
=G.) et S A ns Das ) 
二 ation Ay? Dalia) 


要 了 4 (月 ,中 ) (H, ap) TA; 
= ,中 ) e H xH; (Th wy) @,A; + A; | Ono) 


=@ T IOA i =] Het et: 
(ib) e l xH, (H SH. Wi xd) A xih ° 


既然 Tye 和 
Ij; Aste te) 十 V BAr 
部 是 张 量 G, x G,- 代数 4 OA BJ Nç < ,( H, x H,)- fă 
定理 想 , 那么 作为 张 量 G x 6,- 代数 A, OA 的 
Nexo, H, x H,)- 稳定 理想 ， 
es = 
定理 5. 1.2 的 证 明 .; 由 文献 [29 | ( Proposition 2. 1) , 
我 们 知道 : 
Ci ras + (T eA hi And DA) 
(a, + Te) @,(a, + 12) 
直下 从 
(A, @,A,) (A, x A,) 
到 
A,(H,) @,A,(RB,) 
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第 5 章 G Wa G fü Eb & Brauer 构造 函 子 


的 典范 的 大 代数 同 构 ,进一步 ,由 引 理 5. 3. 2 ,以 及 
(A, OA) CH xH, Ñ x<fl,) 
是 一 个 Nç, (H, x H,)- (CRC, E 810 k- 代数 同 构 是 一 
个 Na (H, x H,)- 代数 同 构 , BIE (Nexe (H, x 
H,)/(H, x H,) )- RA, 
A,(H,) ®,4,(4,) S (A, @,A,) (A, x A). 
由 以 上 自然 映射 下 的 同 构 式 ,将 
Br; @, Bri 
看 做 是 Ne (H, x H,)- 代数 
(A, QA, ) ath) 
上 的 广义 Brauer 构 造 图 子 , 显 然 有 下 面 的 Brauer 态 射 的 
等 同 : 


A, l — A,®)-A> 
Br; @, Bri oa Br p xir) 
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附录 一 ”Brauer 的 43 个 
问题 阐述 


Brauer, Richard Dagobert,1901 出 生 于 柏林 .1926 年 
获 博士 学 位 ,毕业 后 在 柯 尼斯 堡 大 学 任教 .1933 FRR 
国 ,先后 在 肯塔基 大 学 .普林斯顿 高 等 研究 院 多伦多 大 
学 WWM Kee ,哈佛 大 学 任教 .1955 年 当选 为 美国 国家 
科学 院 院士 .1971 年 获 美国 科学 功绩 奖章 .Brauer JE 
名 代数 学 家 ,他 在 典型 群 表示 论 ` 有 限 群 模 表 示 论 .有限 
单 群 、 代 数 数论 等 方面 都 做 出 了 重要 的 贡献 .从 1935 年 
起 ,他 通过 长 期 的 工作 建立 起 系统 而 深入 的 有 限 群 模 表 
示 理 论 .1954 年 他 提出 的 Brauer 纲领 对 有 限 单 群 分 类 
影响 巨大 ,他 与 别人 合作 证 明了 一 系列 重要 的 分 类 有 十 
理 .他 的 科学 论文 汇编 为 《Brauer 论文 集 》, 共 3 卷 . 

1963 年 , Brauer 在 论文 《Representations of Finite 
Groups》 中 提出 了 关于 有 限 群 表示 论 的 43 个 重要 问题 ， 
这 些 问 题 ,有 一 些 已 经 得 到 解决 ,例如 ,我 国 已 故 代数 学 
者 段 学 复 指 导 学 生 用 表示 论 和 有 限 单 群 分 类 定理 彻 瓜 
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附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 


解决 了 Brauer 第 39 问题 第 40 问题 ,但 大 部 分 问题 仍 
然 远 未 解决 ,其 中 一 些 已 经 成 为 有 限 群 表示 论 某 些 研究 
方 回 上 的 关键 问题 ,例如 ,Brauer 高 委 猜 想 .我 们 将 它们 
摘录 编译 如 下 : 

问题 1: 什 么 样 的 (有 限 维 结合 ) 代 数 是 群 代 数 ? 

问题 2: 请 问 ,在 什么 情形 下 ,两 个 不 同 构 的 群 可 以 
有 同 构 的 群 代数 ? 

问题 2’. RE G, 和 群 G, 在 任意 系数 域 人 上 的 群 代 
数 都 同 构 ,那么 请 问 , 群 C 和 群 G, 同 构 吗 ? 

问题 3 Sp TF: HE BJ FS Be e Ja WE BJ Ji eS BJ 4 BK, 
Landau WEH T Ó) REB n A—A FA EE k HE K 
ARI F 9. fE k>3 的 情形 , 按 他 的 方法 ,可 知 ， 

n< (2k)? (k-1)™ (k-2)” (k-3)™ 5242322 

这 意味 着 , 当 n 很 大 时 ,k 就 不 能 太 小 ,既然 Landau 的 方 
法 能 应 用 到 阶 数 较 小 的 群 上 去 , 因 故 提出 下 面 的 能 否 有 
更 好 的 关于 群 的 阶 的 界 的 控制 问题 ， 

问题 3: 对 于 类 数 为 大 的 有 限 群 C, 请 给 出 G 的 阶 
的 上 界 , 这 个 上 界 大 体 上 应 该 小 于 Landau 的 方法 中 的 
F. 

问题 4 Set Dz K EERE PERO ATER m, 
id K” Eh K PTRA m URE RARE G AHEHE 


4-3 


GQ) 参见 E.Landau, Math.Ann. 56( 1903) , 671-676. 


114 


附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 


类 ,问题 如 下 : 

问题 4: 设 6G 和 6 是 两 个 有 限 群 , 吉 和 存在 群 G 的 共 
MERR IRE G ° SHARE A EA — BRET KK ™, 
以 及 群 G 的 不 可 约 特征 标 集 合 到 群 的 不 可 约 特征 标 集 
合 上 的 一 一 映射 光一 X;, 并 且 满 足 ; 

XK)— XK). 
(K, "KI ™, 

对 于 了 所有 的 整数 m 成 立 .请 问 ,此 时 群 G RRF G ` |+) 
构 吗 ? 

问题 $: 请 研究 特征 标的 值 与 映射 K— K ”之 间 的 

PH 6: qhaya 它 的 列 上 的 运算 ,对 应 着 映 
射 KK" ) ,请 给 出 它 恰 是 某 有 限 群 的 特征 标 表 的 充 
Me 

问题 7: 请 研究 p- 群 的 不 可 约 特征 标 . 

问题 8: 给 定 某 p- 群 P, 请 问 , 能 否 找 到 所 有 可 能 的 
构造 方法 , 它 使 得 群 P 的 共 力 类 在 有 限 群 G 中 熔 合 ,并 
使 得 群 P 还 是 入 G 的 Sylow p- 子 群 ? 

问题 9 导语 : 设 K ,K,,…,K, 是 群 G 的 全 部 共计 上 
A tees WR a, ,a,,… ,a KE EAH PHA 
代表 元 素 , 记 C. = C( a.) ICH a. 在 群 G 中 的 中 心 化 
子 ,并 假定 aw =1, 则 C,=CG. 又 设 忆 ,及 ，…, 已 是 群 G 的 


115 


附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 


全 部 初等 子 群 的 共 罗 代 表 集 ,也 即 , 群 G 的 每 个 初等 子 
群 都 与 E. ,E,,…,E, 中 的 唯一 一 个 初等 子 群 共 斩 . 

问题 9; 请 问 ,车 有 限 群 G 的 所 有 的 中 心 化 子 C, 
C,,…,C,_ 已 知 ,或 部 分 已 知 (可 能 结合 上 述 提 及 的 与 
E, 相关 的 类 型 ) ,那么 ,我们 能 获得 多 少 关 于 群 G 的 信 
a? 

问题 10: 设 有 限 群 G 的 特征 标 表 已 知 ,以 及 恰好 生 
成 群 G 的 正规 子 群 N AY SE eK A, Ka, e 
时 ,能 否 确定 群 是 交换 群 ? 

问题 11 :给 定 有 限 群 G 的 特征 标 表 ,那么 ,从 中 我 
们 能 获知 多 少 关 于 群 G 的 子 群 的 存在 性 问题 的 信息 ? 

问题 12: 设 p 是 有 限 群 G 的 阶 的 素 因 子 , 若 群 G 的 
寺 征 标 表 已 知 ,那么 此 时 ,请 问 , 我 们 能 获得 多 少 关于 群 
G 的 Sylow p- 子 和 烙 忆 的 信息 ”特别 地 ,能 和 否 确 定 群 己 是 
交换 群 ? 

问题 13 :请 问 ,者 群 G 的 特征 标 已 知 ,我 们 能 从 中 
获得 多 少 关 于 群 G 的 自 同 构 群 4(C) 的 信息 ? 

问题 14: 请 用 有 限 群 G 的 理论 性 质 刻 画 与 群 G 在 
实数 域 R 上 的 表示 等 价 并 且 在 复数 域 C 上 不 可 约 的 群 
G 的 复 表 示 的 个 数 , 

问题 1$ :请 用 群 G 的 理论 性 质 刻 画 群 6 的 根 N 的 
“EEA Be Yl ina AL A REN? IN? ,…, 特 别 地 ,确定 最 小 的 
+ e, 使 得 N° = 0. 
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Ht se — Brauer 的 43 个 问题 简 述 


问题 16 导语 :Higman 证 明了 下 面 的 结论 由: 

有 限 群 G 有 一 个 循环 Sylow p- 子 群 当 且 仅 当 群 G 
在 特征 为 p 的 域 2 上 的 群 代数 的 所 有 不 可 分 解 表 示 的 
次 数 有 确定 上 界 . 

该 结论 表明 , 群 纺 构 也 可 以 由 群 代数 的 性 质 来 刻 
男 | ,一 般 地 ,问题 16 如 下 : 

问题 16: 请 给 出 这 样 的 有 限 群 6 的 类 型 : 它 能 用 和 群 
理论 的 条 件 来 刻画 ,也 能 利用 群 G 上 的 群 代数 的 代数 
理论 条 件 来 刻画 . 

问题 17: 设 

3 f =e, (1) 

是 阶 为 n 的 有 限 群 6 的 不 可 约 表 示 F, 的 次 数 ,又 设 
v O 是 有 理 数 域 ( 或 更 一 般 地 , 全体 代 数 数 作成 的 代数 
数 域 ) 上 的 离散 赋值 函数 ,那么 ,v,(/) <v, (n) BEEN? 


特别 地 ,nAf. 是 局 部 整数 吗 ? (通常 ,f. 不 能 整除 群 G 的 
BT n) 


问题 18 :我 们 知道 ,对 于 有 限 群 G 的 每 个 模 不 可 约 
特征 标 p; ,都 有 群 G 的 某 个 常 广义 特征 标 炒 ,使 得 沙 。 
=e. PPE Fr Y, ERE 6 的 任 一 常 广义 特征 标 , 我 们 如 
何 确定 少 " 是 不 是 群 G 的 模特 征 标 ? 

问题 19 :请 用 群 的 理论 性 质 来 刻画 有 限 群 6 的 亏 


D 参见 D.G.Higman, Duke Math.J. 21( 1954), 377-381. 
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附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 


零 块 的 个 数 . 

问题 20: 请 问 .论断 :有 限 群 G BJ aA d HJ p- B 
至 多 包含 p 个 常 不 可 约 特征 标 ,是 否 成 立 ? 

问题 21: 设 q HR Me, Ag 22 .请问 ,能 人 否 找到 
— 7 PRB fq) ,使 得 g 一 w 时 ,f(g) 一 w, 并 且 对 所 有 的 
有 限 群 6, 群 6 的 亏 为 d 的 p- 块 的 不 可 约 特 征 标 的 个 数 
BH f(p")? 

问题 22:12 w Alo, AEA BREE G BJ => 28 d 的 p- 块 
B 的 模 不 可 约 特征 标 ,那么 ,请 问 , Cartan 不 变量 c, 至 多 
为 ,总 成 立 吗 ? 

问题 23 :请 问 ,论断 :有 限 群 G 的 块 p 的 亏 群 是 交 
HAJH HAL B 中 的 所 有 不 可 约 特 征 标 的 高 为 0, 正确 
ng? 

问题 24 .25 Sih A PRE GNA n,p ten WK 
BN 1 的 素数 因子 ,Brauer 在 文献 | $ | 中 获得 了 关于 这 
种 群 的 特征 标的 大 量 绪论 ,例如 :有 CC) SkCN) ,这 里 大 
(G) 和 上 (NN) 分 别 表示 群 G 的 类 数 和 群 G 的 Sylow p- 子 
群 尸 的 正规 化 子 群 =Ne(P) 的 类 数 . 

问题 24: 设 有 限 群 6G 的 阶 为 n,n 有 次 数 为 1 的 素 
HAF p, 请 直接 证 明 k( CG) SCN) ,特别 地 ,请 确定 上 
(G) 三 k(NN) 中 的 等 号 在 什么 情况 下 成 立 . 

问题 25 :请 给 出 一 个 关于 有 限 群 G 的 类 数 的 不 等 
式 , 特 别 地 , 当 该 有 限 群 G 的 阶 为 n JF H. n 有 次 数 为 ] 
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附录 一 Brauer 的 43 4=* [8] ## f R 


的 素数 因子 p 时 ,该 不 等 式 能 导出 类 数 不 等 式 K( G) = 
K(N). 

问题 26: 设 是 有 限 群 G 的 阶 的 素数 因子 ,请 问 ， 
对 于 群 G 的 Sylow p- 子 群 的 个 数 r 的 取信 问题 ,我 们 知 
eZ >? 特别 地 , 当 C=C' 时 呢 ? 

问题 27: 设 六 是 有 限 群 G 的 阶 的 素数 因子 ,请 问 ， 
在 什么 情况 下 PPE G 的 主 块 p. 中 除 主 表示 以 外 的 模 不 
可 约 特征 标 能 在 特征 为 p 的 素数 域 中 写 出 ? 

问题 28 :我 们 能 和 否 得 到 关于 在 群 6 的 目 同 构 群 4 
(GC) 的 作用 下 不 变 的 有 限 群 G 的 不 可 约 特 征 标的 相关 
结论 ?特别 地 ,在 群 G 的 阶 含 有 次 数 为 1 的 素数 因 了 于 
的 情形 下 ,该 结论 还 要 能 推导 出 Brauer 的 相关 结论 1. 

问题 29: 对 于 给 定 的 素数 p 的 寡 产 ,请 研究 并 得 到 
一 些 关 于 亏 为 d 的 p- 块 B 的 能 帮助 限制 块 B 的 型 的 可 
能 性 的 信息 . 

问题 30: 设 P 是 一 个 2- 群 ,请 人 研究 以 P 为 Sylow p- 
子 群 的 有 限 群 G ,特别 地 ,请 人 研究 以 P 为 Sylow p-f HF, 
JE RE: G 的 某 个 对 合子 7 的 中 心 化 子 C( 站 已 知 的 有 限 
BË. 

问题 31 :请 问 ,什么 样 的 2- 群 P, 能 使 得 只 有 有 限 多 
个 ( 非 同 构 的 ) 有 限 群 G 以 P 为 Sylow 2- 子 群 ,并 使 得 群 


Œ Æ R.Brauer, Amer.J.Math. 64( 1941) , 401-420. 


119 


附录 一 Brauer ñ? 43 4. fe Bik 


G 的 2- 正则 核 K,(G)= 11!( 也 即 ,没有 非 平凡 的 奇 阶 
ETRE)? 这 里 , 群 G6 的 2-= 正 则 核 指 的 是 群 G 的 奇数 
阶 极 大 正规 子 群 . 

问题 32: 设 有 限 群 G 是 n 阶 ( 非 循 环 ) 单 群 ,请 问 ， 
HE G 中 是 否 存在 某 个 对 合子 j, 使 得 <c (j)? 这 里 ， 
c( 刀 表示 中 心 化 子 COU) KIR. 

问题 33: 请问, 什么 样 的 2- 群 已, 能 使 得 有 限 群 G 
LI P H Sylow 2- 子 群 ,并 使 得 G 只 有 一 个 由 对 合子 构成 
AJIA? 

问题 34: ila] GMA TA 3 个 素数 因子 的 有 限 单 群 
只 有 有 限 多 个 吗 ? 

问题 35 :请 问 , 阶 恰 含 有 4 个 素数 因子 , 非 Lq) ™ 
的 有 限 单 群 只 有 有 限 多 个 吗 ? 

问题 36 导语 :对 于 给 定单 群 类 中 的 确定 维 数 的 
ARE F, HNE n F) 可 以 表达 为 : 

n(F)=q4" + IL. (gq)™ 

这 里 f(g9) 是 一 个 + 次 循环 多 项 式 ;a,a, AE TEE RL, TK 
们 用 M(S)-1 REP r 出现 的 个 数 ,问题 36 HHF; 

问题 36: 给 定 某 个 不 小 于 3 的 整数 s, 硅 有 限 单 群 
G 的 阶 恰 含有 s 个 素数 因子 ,并 且 群 6 不 属于 满足 
M( 3) SKRE 3 ,请问 ,这 样 的 单 群 G 只 有 有 限 多 个 
My? 
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问题 37: 对 于 某 给 定 的 单 群 类 中 的 有 限 群 6, 请 问 ， 

是 否 存 在 多 项 式 : 
ACEA q) ds 
R (Q) ikg) y mAg) 

它们 满足 :对 给 定 的 gq, 以 及 对 每 个 i(i=1,2,…,!); 群 
6G 恰 有 n(g) 个 次 数 为 x,(g) 的 不 可 约 特 征 标 X.? 

问题 38: 对 于 多 项 式 n(g) , 硅 对 于 某 给 定 整 数 集合 
中 的 每 个 整数 y ,都 存在 某 个 由 9 BENITA nla) WTF 
G .请 给 出 一 个 群 理论 上 的 能 确保 上 述 局 发 式 论 述 成 立 
的 充分 必要 条 件 民 

问题 39; 请 问 , 什 么 样 的 阶 为 m 的 线性 群 6, 能 使 
得 存在 素数 php 三 m+2,p R m, HFE CRANN p 的 
其 的 非 平 凡 正 规 子 群 . 

问题 40: 请 确定 有 限 域 上 的 所 有 的 小 次 数 线性 群 . 

问题 41: 设 p,g,r 是 三 个 不 同 的 系数 ,并 假定 对 于 
有 限 群 6 的 不 可 约 特 征 标 X ,存在 群 G WSOC a,B,Y， 
使 得 X(a),X(B),X(Y) 都 是 无 理 数 ,并 使 得 X(a) e 
Q(/+qr) ,X(B) e Q( /*pr) X(y) e Q( /#pq ) ,请 问 ， 
HE GRANN pqr 的 元 系 吗 ? 

问题 和 2: 设 p 是 某 给 定 素数 ,请 问 ,是 否 存 在 无 限 


D 这 里 所 说 的 启发 式 论述 指 的 是 由 问题 36 导语 中 的 群 阶 公式 引申 
的 论述 ,请 参见 原文 . 
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附录 一 Brauer 的 43 个 问题 简 述 


多 个 有 限 群 G ,使 得 群 6 中 的 某 个 共 轿 类 代表 元 a 在 群 
G 中 的 中 心 化 子 C(a) 是 p 阶 循环 群 ? 

问题 43: 能 否 建 立 循 环 亏 群 的 块 的 理论 ,该 理论 在 
SHEA p 阶 循环 群 的 情形 能 够 统一 亏 为 1 的 块 上 的 所 
有 已 知 结论 ? 
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哇 录 一 ”局 部 -整体 狂想 向 介 


人 类 从 自然 界 中 发 现 和 认识 了 对 称 ,对 称 性 问题 是 
人 类 生产 生活 中 最 古老 的 问题 之 一 , 群 就 是 我 们 用 来 刻 
画 对 称 的 数学 概念 ,是 数学 家 头脑 中 的 对 称 . 
然而 ,数学 家 花 了 两 千 多 年 才 找到 群 的 准确 的 数学 
现在 的 抽象 群 的 概念 是 由 Cayley 首先 给 出 的 ,之 
置换 群 概念 出 现在 对 代数 方程 的 根 的 研究 中 . 
RB ,从 本 质 上 说 ,是 研究 数学 和 物理 学 系统 的 对 
称 性 的 理论 , 它 对 数学 各 领域 的 影 啊 深远 ,有 限 群 表示 
论 ,是 群 论 的 重要 领域 , 它 有 许多 深刻 而 又 艰深 的 公开 
难题 ,直到 今天 ,这 些 难题 中 的 大 部 分 还 远 未 解决 , 例 
如 ,本 书 附录 一 中 的 关于 有 限 群 表示 论 的 43 个 问题 . 
在 20 世纪 七 八 十 年 代 , 陆 续 出 现 了 一 些 与 有 限 群 
的 局 部 与 整体 性 质 密切 相关 的 深刻 问题 ,这 些 问 题 在 群 
的 局 部 分 析 和 局 部 表示 论 中 成 为 了 需要 检查 的 关键 问 
题 ,如 : Broue’ 交换 亏 群 猜想 、 Alperin-Mckay 猜想 、 Alp- 
erin 权 猜 想 、Brauer 高 零 猜想 ,它们 被 称 为 有 限 群 表示 
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论 中 的 局 部 -整体 猜想 ,这 些 猜 想 , 虽 然 仍 未 解决 ,但 在 
有 限 单 群 分 类 完成 以 后 ,借助 单 群 分 类 的 成 果 , 通 过 将 
这 些 猜 想 约 化 到 单 群 情形 ,在 近 些 年 都 取得 了 重大 进 


下 面 我 们 简 述 这 些 猜想 及 其 近年 来 的 右 干 进展 简 
U. 
Broue' 交换 亏 群 猜想 


Broue ' 交 换 亏 和 群 猜 想 : 设 G 是 一 个 有 限 群 ,B 是 群 6 
SHA D WIR, Mic b ERB ERE ND) PAY 
Brauer 对 应 ,在 刀 是 交换 和 群 , ABZ JR BB b 是 导 等 价 
的 . 

这 里 , 块 B 和 块 b 之 间 的 导 等 价 是 指 : 块 (代数 )B 
上 的 导出 范畴 DB) 与 块 (代数 )2 上 的 导出 范畴 DCD) 
是 等 价 的 . 

Broue ' 交 换 亏 群 猜想 与 亏 群 交换 的 块 的 结构 密切 
相关 PEN AR BAER b BSE FRM AY AR B MER b 
上 的 常 不 可 约 特 征 标的 个 数 是 一 样 多 的 ,它们 的 模 不 可 
约 特征 标的 个 数 也 是 一 样 多 的 ,不 仅 如 此 ,我 们 还 能 获 
得 许多 关于 块 B 和 块 b 的 共同 性 质 . 

目前 ,Broue' 交 换 亏 群 猜想 已 经 在 亏 群 循环 情形 p- 
可 解 群情 形 .C,xC, THI C,xC, 情形 ,对称 群情 形 、 交 
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附录 二 局 部 -整体 猜想 简介 


错 群 情形 以 及 其 他 情形 中 得 到 了 证 实 . 

应 用 Tilting 复 形 技术 ,Rickard 证 明了 :对 于 群 6 中 
FEED 交换 的 块 B, 块 (代数 )8B 与 群 D TERE (IN (D)/ 
CCD) ) 作 用 下 的 半 直 积 的 群 代数 是 导 等 价 的 .Linckel- 
mann 提升 了 该 Tilting 复 形 到 局 部 环 情形 ,并 进而 证 明 
了 亏 群 循环 的 块 情形 下 的 Broue' 交 换 亏 和 群 猜想 . 

Dade 证 明了 产 可 解 群 中 的 Brauer 对 应 下 的 块 代数 
有 和 是 Morita 等 价 的 ,Harris 和 Linckelmann 进一步 证 
明了 该 等 价 可 以 诱导 出 一 个 与 Splendid 型 导 等 价 同 构 
的 导 等 价 , 从 而 在 p- 可 解 群情 形 下 证 明了 Broue 交换 气 

Ws HA D=C,xC, 的 块 代数 B, Erdmann 和 
Linckelmann 证 明了 它 的 源 代数 在 同 构 意 义 下 只 有 下 面 
的 三 种 可 能 : 

Qs( RAs) ,Q5(B,(RA,)) ,Q (RD). 
利用 块 的 源 代数 与 块 代数 是 Morita 等 价 的 ,以 及 所 有 的 
Heller 变换 也 是 Morita 等 价 的 ,那么 此 时 , 块 代数 在 
Morita 等 价 意义 下 ,只 有 下 列 三 种 形式 : 
RA, ,Bo RA, ) , RD. 

而 Rickard 又 证 明了 RA, 和 By( RA, ) 是 导 等 价 的 ， 
所 以 块 代数 与 RA, 或 RD 是 导 等 价 的 ,从 而 在 亏 群 为 
D=C,xC, 情 形 下 证 明了 Broue' 交 换 亏 和 群 猜想 . 
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当 群 G IN fet D=C,xC, 时 ,Koshitani 和 Kunugi 
先是 将 问题 约 化 到 0,(G)= 1 的 情形 ,进而 借用 Yoshi- 
ara 所 证 明 的 结论 :Sylow 3- 子 群 为 9 阶 初 等 交换 3- 群 
(0,'(G)= 1) 的 有 限 群 要 么 是 单 群 ,要 么 可 表达 为 两 个 
单 群 的 直 积 形式 :以 及 利用 单 群 分 类 定理 ,逐一 检验 了 
所 有 可 能 的 情形 ,最 终 验 证 了 Broue ' 交 换 亏 群 猜 想 在 亏 
RE D=C,xC, ERZ, 

当 群 G 是 对 称 群 时 ,Chuang 和 Rouquier 给 出 了 许 
多 关于 群 G 的 块 的 结构 的 结论 ,从 中 可 得 知 Broue' 交 换 
亏 群 猿 想 在 对 称 群 情形 下 的 块 上 成 立 . Marcus 应 用 这 
个 结论 ,并 结合 Clifford 定理 ,证 明了 Broue' 交 换 亏 群 猜 
想 对 交错 群 的 块 也 成 立 . 

Tilting 复 形 技 术 不 仅 成 功 地 应 用 于 循环 己 和 群情 形 
下 的 Broue' 交 换 亏 群 猿 想 的 证 明 , 它 还 更 多 地 是 用 在 特 
殊 群 情形 下 的 Broue' 交 换 亏 群 猜想 的 验证 上 ,例如 ， 
Gollan FI Okuyama 应 用 这 个 技术 验证 了 Broue’ 26 3 F 
群 猜想 在 群 J(p=2) 的 亏 群 为 C; 的 抉 上 成 立 . 

Broue' 交 换 亏 群 猜想 在 李 型 单 群 情形 下 也 取得 进展 ， 
例如 ,Landrock 和 Michler 证 明了 Ree 群 .G ,(3” ) 的 主 
块 都 是 Morita 等 价 的 ,从 而 约 化 Broue' 交 换 亏 群 猜 想到 
G ( 3) 情形 , 而 在 该 情形 下 , Broue' 交 换 亏 群 猜 想 是 成 立 
的 ,由 此 ,在 此 情形 下 证 明了 Broue "交换 亏 和 群 猜想 . 
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Alperin-Mckay 猜想 


Alperin-Mckay 猜想: 设 B 是 有 限 群 G 的 块 , 群 DD 是 
块 B 的 亏 群 ,6 是 块 B 在 Ne(D) 中 的 Brauer 对 应 , 则 k, 
(B)=k(b). 

Alperin-Mckay 猜想 是 说 ,Brauer 对 应 下 的 块 的 高 为 
零 的 第 不 可 约 特 征 标 个 数 是 一 样 多 的 . Alperin-Mckay 猜 
想 首 次 出 现在 Mckay 的 论文 中 ,现在 的 形式 是 Alperin 
在 1976 年 的 论文 中 给 出 的 . 

2007 年 , Isaacs , Malle , Navarro 在 Alperin-Mckay 猜 
想 上 获得 了 一 个 重要 进展 ,他 们 将 该 猜想 约 化 到 单 群 的 
问题 上 ,获得 了 约 化 Alperin-Mckay 条 件 ,后 来 ,依靠 De- 
ligne-Lusztig 理论 ,Malle 和 Späth 在 多 个 单 群 类 上 验证 
了 该 猜想 ,再 后 来 ,Feng 和 Srinivasan 试图 利用 约 化 到 
可 约 群 上 去 验证 Alperin-Macky 猜想 ,最 近 , Cabanes 和 
Späth 叉 在 菏 些 李 型 单 群 类 上 验证 了 约 化 Alperin-Mckay 
条 件 . 


Alperin 权 猜 想 


Alperin 权 猎 想 : 设 C 是 一 个 有 限 群 ,那么 : 
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I(G)= X. /(N(P)/P) 

HE L(G) RRE G EY EHK A TB ( N 
(P)/P) RIRE Nç( P) /P 上 的 投射 单 模 同 构 类 的 个 数 ， 
OTN TE G 的 全 体 z- 子 群集 合 的 共 斩 类 的 一 个 代表 类 

近年 来 ,Alperin 权 猜 想 的 证 明 也 取得 了 较 大 进展 ， 
Okuyama 在 p- 可 解 群 上 证 明了 Alperin 权 猜 想 , 利 用 单 
群 分 类 定理 ,Blau 和 Michler 证 明了 在 具有 T.I. Sylow p- 
子 群 的 有 限 群 上 Alperin-Macky 猜想 和 Alperin 权 猜 想 
者 成立 ,以 及 下 面 的 Brauer 高 堆 猜 想 也 成 立 ， 

2011 年 , Navarro 和 Tiep 将 Alperin 权 猜 想 约 化 到 
单 群 的 相关 问题 上 ,得 到 约 化 Alperin 权 猜 想 条 件 ( 约 化 
AWC 条 件 ) ,Puig 也 将 该 猜想 约 化 到 单 群 上 ,并 且 ,Na- 
varro ,Tiep „Malle , An , Dietrich 已 经 在 多 个 类 型 的 单 群 上 
证 明了 该 约 化 条 件 ,最 近 ,Koshitani 和 Späth 在 循环 亏 
群 的 块 上 验证 了 该 约 化 条 件 . 


Brauer & 2 38 #B 


Brauer 高 零 猿 想 : 设 B 是 有 限 群 G 的 亏 为 d 的 块 ， 
那么 k(B)= hk(B) 当 且 仅 当 块 B 的 亏 群 是 交换 的 ,也 
即 , 只 有 亏 群 交换 的 块 中 的 所 有 不 可 约 特征 标 都 是 高 为 
0 的 特征 标 . 
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Brauer 高 零 猜 想 是 1955 由 Brauer 提出 的 有 限 群 的 
块 理论 中 的 基础 性 的 问题 , 它 与 群 表 示 论 中 关于 特征 标 
的 许多 结论 密切 相关 . 

p- 可 解 群 情形 下 的 Brauer 高 雯 猜 想 已 经 由 Gluck 
和 Wolf 证 明了 ,近年 来 ,Brauer 高 零 猿 想 的 证 明 也 取得 
了 突破 性 进展 ,Narro 和 Tiep WHH FARA TA 2- 块 情 
形 下 的 Brauer 高 零 猜 想 ,Kessar 和 Malle ff H] Berger- 
knörr 约 化 证 明了 该 猜想 的 充分 性 部 分 ,以 及 在 拟 单 群 
情形 下 的 必要 性 部 分 ,2012 年 Navarro 和 Späth 证 明了 
约 化 Brauer 高 入 猜想 必要 性 的 证 明 到 Alperin-Mckay 猜 
想 的 约 化 Alperin-Mckay 条 件 , 从 而 Alperin-Mckay ey FE 
”的 突破 将 可 能 带 来 Brauer 高 零 猜想 的 最 终 解决 
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